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El conocimiento se adquiere y se fortalece,
si existe

Constancia, Paz, Dedicaciéon y Amor

por lo que se hace.

PREFACIO

El procesamiento de datos, en la actualidad, esta
siendo una de las areas que mas importancia y mas
crecimiento ha tenido en los ultimos anos, esto es
debido a sus multiples aplicaciones. Adicionalmente,
es importante resaltar que el procesamiento de
datos, esta siendo usado en areas como:
Telecomunicaciones, Electronica, Ambiental,
Economia, Industrial, Mecatronica, Mecanica,
Sistema, Civil y Eléctrica entre otras. Es asi, como
se puede decir que el procesamiento de datos es una
herramienta fundamental y transversal para las
areas que actualmente tienen auge. El
procesamiento de datos se puede ver, de manera
sencilla, como una forma o método de obtener,
conseguir o visualizar informacion importante o
relevante, que en el dominio del tiempo es poco
probable observarla, como, por ejemplo, la
frecuencia de una sefal.
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El procesamiento de datos se puede definir como la
aplicacion de herramientas matematicas, a un
conjunto de datos con el fin de realizar una
aplicacion. Estas aplicaciones pueden definirse
como: compresion, extraccion de patrones, cifrado, y
eliminacién de ruido entre otras.

En este libro se presenta, los métodos matematicos
en 1D y 2D, de herramientas matematicas como: La
transformada de Fourier, la transformada discreta
del coseno y la transformada wavelet discreta, asi
mismo este libro presenta resultados de aplicaciones
como: eliminacién de ruido, compresion y cifrado. Es
asi como este libro esta divido en IV capitulos, en el
cual el primero trata de todo lo relacionado con
analisis de Fourier, teoria y practica, el segundo
capitulo trata todo lo relacionado tanto en el aspecto
matematico como en el aspecto practico de la
transformada discreta del coseno, el tercer capitulo
describe la transformada wavelet con sus
respectivas demostraciones matematicas y sus
aplicaciones. Y el cuarto capitulo trata de la
comparacion de resultados y ejercicios resueltos en
Python, asi como ejercicios propuestos.

Asi mismo para darle mayor cobertura las
aplicaciones reales que desde el analisis frecuencial
se pueden realizar, se ha incluido los términos de
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vision artificial (VA), con el fin de mostrar la eficiencia
o la potencialidad de las técnicas en diferentes areas
del conocimiento. La VA permite realizar
aplicaciones en espacios de 2D, buscando una
mejor vision y ampliar al margen de este libro.
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GLOSARIO

Los conceptos que se presentan a continuacion
ayudan a entender de manera mas eficiente la
documentacion expuesta y la terminologia utilizada
en capitulos siguientes.

A

Analisis de Fourier: estructura matematica que
representa en funcién de senos y cosenos una sefial
y que en resultado se obtiene las componentes de
frecuencia de una sefal., 13

Analisis frecuencial: el analisis frecuencia se
define como el mapeo que se realiza para lograr
tener un espacio en funcion de la frecuencia que
tiene la sefal a procesar. Por ejemplo, en el tiempo
no es claro que frecuencia tiene una sefial no
estacionara, haciendo uso del analisis frecuencial se
obtiene las frecuencias correspondientes de dicha
senal.

El analisis frecuencial es sumamente importante en
temas como Telecomunicaciones, y procesamiento
de la informacion, ya que en ocasiones es
fundamental mapear al espacio de la frecuencia y
obtener resultados satisfactorios del proceso.

Técnicas matematicas: las técnicas matematicas
que se plantean estudiar en este libro son 3:
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transformada discreta de Fourier, transformada
discreta del coseno y transformada discreta wavelet.
Es importante mencionar que este libro esta
enfocado en el estudio de datos en una dimension
(1D) y en datos de dos dimensiones (2D). Esto con
el proposito de mostrar aplicaciones en
imagenologia y en tiempo real usando vision
artificial.

....En la introduccion se plantea una breve evolucion
por afos, es importante mencionar que la TDF es
muy utilizada y es la mas conocida, ha conseguido
realizar aplicaciones en un contexto para extraccion
de patrones, y que a su vez permitio realizar
comparaciones con la TDC, y que la TDW logro
vencer algunas de las debilidades de las técnicas
comunmente utilizadas., 72.

E

ECG: Electroencefalografia, sefial bioeléctrica
proveniente del corazon., 17.

EEG: Electroencefalografia, sefal bioeléctrica que
estudia el comportamiento neuroquimico del
cerebro., 17.

Eliminacion de ruido: se conoce como eliminacion
de ruido la eliminacion de elementos en los datos
gue no son relevantes para los analisis a realizar o
procesamiento siguiente., 17.
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EOG: Electrooculograma, sefial bioeléctrica que
permite medir el movimiento de los ojos, consiste
en ubicar electrodos alrededor de los ojos y medir la
polarizacion de los musculos provocada por el
movimiento., 17.

Extraccion de patrones: se conoce como la
busqueda de una caracteristica particular entre
grupos o caracteristicas que identifique o
diferencien grupos para realizar un proceso, estas
caracteristicas deben ser de menor tamafio o
longitud que el vector original., 20.

F

Frecuencia de la seial: La definicion comun es el
numero de veces que se repite la sefial en el tiempo
de registro. Sin embargo, en este libro se define
como la velocidad de cambio o razén de cambio de
la sefal en un determinado tiempo, esto ya que las
aplicaciones y las sefiales ejemplo son aleatorias.,
18.

S

Senal: medicion fisica de un sistema, en la cual
esta contenida informacién importante del procesos
o sistema medido. Estas sefales pueden ser 1D, es
decir una variable independiente, ejemplos; la sefial
de voz, senal de temperatura, sefal de los
musculos, sefal de velocidad, sefal de corriente y
2D, que tiene dos variables independientes, un
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ejemplo tipico son las matrices y las imagenes a
nivel de gris o binarias., 74.

Senal estacionaria: es una sefal cuya frecuencia
no varia en el tiempo, es decir la frecuencia o las
frecuencias se mantienen durante todo el tiempo de
registro., 16.

Senal no peridédica: es una sefal que no se repite
en el tiempo, es decir que tiene diferentes formas
de onda en todo su registro en el tiempo., 13.

Senal Periédica: Una sefal periddica es aqui cuya
frecuencia se repite en el tiempo o su forma de
onda hace que tenga porciones de igual forma en
diferentes tiempos., 14.

Senal Sparse: son sefales poco densas, que tiene
la caracteristica de tener informacién que permite
comprimir de mejor manera la informacion, una
sefal sparse son considera una sefal con pocos
puntos con valores altos en amplitud y gran
cantidad de informacion con valores de amplitud
pequenos., 71.

T
TDC: Transformada Discreta del Coseno., 71.

TDCI: Transformada discreta del coseno Inversa,
76.
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TDF: Trnasformada Discreta de Fourier, 15
TDF-2D: Trnasformada Discreta de Fourier para 2
dimensiones, 17.

TDFI: Transformada Discreta de Fourier Inversa,
19.

TDF-TC: Transformada Discreta de Fourier en
Tiempo Corto, 18.

Tiempo de muestreo: es el inverso del numero de
datos registrados en un segundo, se mide en el
sistema internacional., 13.

Transformada discreta del coseno: estructura
matematica que es real y que representa en funcién
de cosenos una sefal, para obtener una
representacion en frecuencia con una caracteristica
adicional de compactacion de energia., 72.

TWD: Transformada Wavelet discreta., 119.
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CAPITULO I

TRANSFORMADA DISCRETA
DE FOURIER (TDF)

Luis Enrique Mendoza,
Ingenieria en Telecomunicaciones
Universidad de Pamplona

La TDF es una estructura matematica que viene de
los afios 70, que permite de manera facil conocer la
morfologia de la sefial en orden de las componentes
de frecuencia, esto permite concluir que se realiza un
mapeo entre el tiempo y la frecuencia. En TDF no
existe resolucion tiempo-frecuencia, solo existe
maxima resolucion en tiempo y maxima resolucion

en frecuencia.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 16
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1.1 Introduccion TDF en el procesamiento de
datos

La transformada de Fourier discreta (TDF) se define
como una herramienta matematica, en la cual se
hallan las componentes de frecuencia de una sefal,
en otras palabras, se pasa del espacio del tiempo al
espacio de la frecuencia. Es importante resaltar que,
por su estructura matematica de la TDF, se dice que
solo se puede aplicar a datos o sefales
estacionarias, ya que su desventaja es que no crea
un plano tiempo-frecuencia. Por otro lado, la TDF
puede ser aplicada a cualquier tipo de datos,
estacionarios 0 no estacionarios siempre y cuando
no se necesite un espacio tiempo-frecuencia, lo cual
quiere decir que solo se necesite para encontrar las
componentes de frecuencia de una sefal. De
necesitarse un espacio tiempo —frecuencia se debe
utilizar la TDF fraccionada, que no es mas que dividir
los datos en segmento de tiempo y aplicar la

transformada.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 17
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La aplicacién de la TDF, en el procesamiento de
datos ha sido fundamental, ya que, desde sus inicios,
se ha utilizado para aplicaciones de modulacion,
extraccion de patrones y eliminacion de ruido.
Actualmente, la TDF, se utiliza para procesar
sefales de voz, sefiales metobolomicas, ECG, EEG,
EOG, imagenes de radar, tomografia y angiografia

entre otras.

El procesamiento de datos utilizando la TDF, aunque
cada dia aparecen nuevas herramientas
matematicas, que vencen las debilidades de la TDF,
sigue siendo una herramienta fundamental, ya que
diferentes aplicaciones reales, son basadas en esta
herramienta, lo cual hace que se habra un campo de
investigacion con el objetivo de reemplazar las

aplicaciones de la TDF [1,2].

Es este libro se presentala TDF 1Dy la TDF-2D, que
son las estructuras matematicas base para cualquier

aplicacidén y representacion de datos, esto quiere

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 18
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decir que esta herramienta se puede aplicar a datos

numeros y texto [1-7].

Tabla 1.1. Aplicacion de la transformada de Fourier
TDF- en su estado original

Longitud maxima de la sefal

La Tabla 1.1 muestra un grafica del funcionamiento
de la TDF, aqui se desea mostrar que la transforma
de Fourier se aplica a toda la sehal en su estado
original, esto no indica que la sefial no pueda
tomarse en porciones y aplicar dicha transformada.
Aqui la reflexidn se da ya que la transformada tiene
una gran debilidad y es que no realiza analisis
tiempo-frecuencia, lo que permite concluir que tiene
una maxima resolucion en frecuencia y una baja
resolucion en tiempo. Asi mismo se puede
segmentar la sefal para encontrar una resolucion
tiempo-frecuencia, esto se indica en la Tabla 1.2.
Dicha division de la sefial y la aplicacion a cada
division de la transformada de Fourier se conoce

como transformada de Fourier en tiempo corto (TDF-

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 19
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TC). La cual obtiene una resolucion en tiempo-
frecuencia de la senal a analizar, debido al control

del tamano de la venta seleccionada [8-12].

Tabla 1.2. Aplicacion de la transformada de Fourier
en tiempo corto (TDF-TC)
TDF1 TDF2 TDF3 TDF4 TDF5 TDF6 TDF27

1 12 13 14
L

La Tabla 1.2 muestra el desarrollo grafico y funcional
de la TDF-TC, notese que la senal original es dividida
en 7 secciones y cada seccion es aplicada la TDF.
Segun el resultado encontrado en la porcién numero
1, se puede decir, que dichas frecuencias se
encontrar en un tiempo entre 0 - t1, lo cual da una
relacion tiempo-frecuencia, sin embargo entre mas
pequefia es la duracion de las ventanas la calidad de
la respuesta en funciones de Ila frecuencia
disminuye, esto indica: a menor resolucion en tiempo
(duracion de la ventana mas alta) mayor resolucion

en frecuencia y a menor resolucion en frecuencia

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 20
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(duracién de la ventana mas baja) mayor resolucion

en tiempo.

A continuacién, se muestran las presentaciones
matematicas de la TDF [1-12].

1.2 Estructura matematica de la TDF- 1D.
Matematicamente la TDF-1D esta expresada como
c(k):

N-1

c(k) = Z x(n) * e=2Pirnsk/N (1. 1)

n=0

Aqui, x(n), es el vector original, N= longitud del
vector y n la posicion.

Por otro lado, la estructura matematica de la
transformada de Fourier inversa (TDFI - 1D), se
describe como x(n):

N-1

1 )
x(n) =5+ Z x(k) = eZpirien/N (1. 2)

k=0

La expresion matematica ecuacion (1. 1), es
fundamental, ya que al aplicarla como se ha venido
hablando se obtiene las componentes de frecuencia

de una sefal. En el ejemplo 1, se muestra un

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 21
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resultado de aplicar la TDF de una sefal senoidal
con frecuencia 125Hz y frecuencia de muestreo
1200Hz. Por otro lado, se debe entender muy bien
su funcionamiento, ya que desde el espacio x(k), es
donde se puede realizar una seria de aplicaciones
como: extraccion de patrones, o filtrado.

Es importante recordar que la TDF, es una
representacion de seno y cosenos complejos de la
sefal x(n), por lo tanto, x(k), es un vector complejo,
en el cual se tiene parte real y parte imaginaria. Esto
significa que, para graficar la respuesta en un
ejemplo real, se debe obtener la magnitud de cada
dato, para saber su amplitud. El espacio de la grafica
en su eje X, significa la frecuencia y en su eje y la
amplitud (ver

Figura 1.1). Adicionalmente a esto, se sabe que la
TDF, cumple la propiedad de simetria par con
respecto al punto medio de la maxima longitud del
vector, esto quiere decir que el eje de simetria esta
relacionado con la frecuencia maxima, que se puede

obtener segun la frecuencia la que se a muestreado.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 22
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Por ejemplo: si una sefial de voz es muestreada a
8Khz, su frecuencia maxima que puede encontrarse
con la TDF es 4Khz, esto significa que el eje de
simetria esta en el 4Khz. Si a este ejemplo le
incluimos, que la senal fue adquirida por 3 segundos,
se puede decir que el eje de simetria esta a 4Khz o

en los 12.000 puntos, que son la mitad del tamafo
real del vector [13-14].

0.5 T T
kel
=
a o0
£
<<
-0.5 L Il Il L L Il L
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Tiempo
Figura 1.1.

Sefial de voz en el tiempo.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 23
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120 T T T T T T T

100

80

60

abs(x)

40

20

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Numero de muestras

Figura 1.2.
Sefal de voz en frecuencia.

La

Figura1.1y

Figura 1.2, se muestra una sefal de voz real y su
representacion de la TDF. Aqui se observa los ejes
de simetria, la longitud del vector. Notese como la
sefal en frecuencia, tiene una longitud de 16000
datos, pero en realidad por la propiedad de simetria,
solo se recomienda analizar para efectos de
frecuencia del punto 1 al punto 8000. Se debe
resaltar que los numeros del eje x, no indican valores

en frecuencia para conocer los valores reales de

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 24



Aplicaciones, V 1.0

frecuencia se debe tener en cuenta: frecuencia de
muestreo, tiempo de adquisicion, ya que en el
analisis de Fourier la longitud maxima de puntos es
decir 16000 puntos, equivale a la frecuencia de
muestreo, para este ejemplo se tomo6 8Khz. En este
ejemplo se puede mencionar que las componentes
mas representativas en amplitud estan alrededor de
los 50 a los 1000 puntos, pero no indica que son las
frecuencias, para indicar la frecuencia real se
concluye que 16000 puntos, son 8Khz, entonces
1000 equivalen a 500hz.

Por otro lado, todo término transformado, trae
consigo la definicion de su inversa en el caso de la
TDF, se denomina transformada de Fourier discreta
inversa (TDFI), la cual transforma los datos del
dominio de la frecuencia al dominio del tiempo. Esto
es relevante ya que en el espacio x(k), la resolucion
de la informacién original se pierde, es decir que la
forma de onda de los datos originales no se

mantiene.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 2 5
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La estructura de TDFI ver ecuacion (1. 2) , consigue
obtener los datos originales si y solo si ningun
coeficiente de x(k), modifica sus caracteristicas, el
hecho de que al menos uno solo sea modificado, el
resultado final seria x'(n), donde la ', quiere decir
que el resultado es una aproximacion de x(n)
original. Dependiendo el numero de datos que se
modifiquen y cuales datos sean modificados, se
obtendra una representacién muy aproximada o muy

diferentes de x(n).

A continuacién, se describen una seria de ejemplos
en donde se explica de mejor manera la parte

practica de esta herramienta matematica [15-20].

1.3 Ejemplos matematicos de la TDF-1D y
desarrollo grafico.

Ejemplo 1.1.

Hallar la TDF de x(n) = [6, 3, 1] siN =3

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 26
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Si X(m)=[6 3 1], hallarc (k) n=>3

c (k) = Zx(n)e_2+jkn

n=0

2

c(0) = Zx(n)e0

n=0

c(0)=x(0)+x(1)+x(2)

c(0) = 10
c(1) = Zx(n)e%njn

—2mj —4mj

c(D)=x0)e’+x(1)e 3 +x(2)e 3

c (D) =x(0)+x(1) [COS <2?T[) ~Jsen <2?TT)]
+ x (2)[cos <4?1T) —jsen <4?“)

c(1) =6+ (3)cos <2?1r)
+ (1) cos <4?T[) —j[(3) sen <2?T[)
+ (1) sen <4?1T)]

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 27
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x(1) =4.0000 — 1.7321i

2

c(2) = Zx e 3

n=0

—-8mj

C(Z)=x(0)+x(1)e#+x(2)eT

c(2) =6+ 3 (cos <4?1T) —jsen <4?1T)

+ 1 [cos <8?ﬂ) —jsen <8?“)]

¢ (2) = 4.0000 + 1.7321i

c(k) =[10.0000,
4.0000 — 1.7321i, 4.0000 + 1.7321i]

Ejemplo 1.2.
Hallar la TDF de x(n) = [-3, 5, 4, 6]

N = 4, de la ecuacion 1.1
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—2mjkn

3
c(k)=2x(n)e i

3

c(0) = Zx(n)e0

n=0

c(0) =x(0) +x (1) +x(2) +x(3)

c(0) =12
3 —Tjn
c(1) = Zx(n)eT]

-3mj

c(1) =x(0) e +x(1) e ™2 4 x(2) e W+x(3)e s

¢(1) = x (0) +x (1) |cos (g) ~Jsen (g)]

+ x (2)[cos(m) — j sen (m)]
+ x(3) [cos <SZTT[) —jsen <?%T)]

c(1)=-3+45 [cos (g) —j sen (g)]

+ 4[cos(m) —j sen (m)
+6 [cos <%T“) —jsen <%)]

x(1) =—7.0 + 1.0i

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 29



Aplicaciones, V 1.0

3

c(2) = Zx (n) e~™in

c(2)=x0)+x1) e ™ +x(2) e 2" +x(3)e 3V
c(2) = =3 + 5[cos(m) —j sen (m)]

+ 4[cos(2m) — j sen (2m)]

+ 6[cos(3m) —j sen (3m)]

c(2)=-10

3

c(3) = Z x (n) e~3mn/2

n=0

c(3) =x(0) +x (1) e 3"/2 4 x(2) 3™
+ x(3)e—9nj/2

c(3) —3 + 5[cos(3m/2) —jsen (31/2)]
+ 4[cos(3m) —j sen (3m)]
+ 6[cos(91/2) — j sen (41/2)]

c(3) = =7.00 — 1.00i

c(k) =[12.00,—7.00 + 1.00i,—10,—7.00 — 1.00{]
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Ejemplo 1.3.

Hallar la TDFI si c(k) = [12.00,—7.00 — 1.00i, 4 —
10,—7.00 — 1.00i]

3

x(n)=%*2c(k)e_2+ﬂm
k=0

<
x (0) =Z*kZOC(k)eO
x (0) =%* [c(0)+c()+c)+c(3)]= —12/4
x(0) =-3

1 3 mjk
x (1) =Z>|<kZoc(k)eT

x(1) = %* [c(0) e’ +c (1) e™/2 +c(2) e™
+ ¢(3) eCGm/M]

x(1) = i * [c(0) + ¢ (1) [cos G) +jsen G)] +

c(2)[cos(m) +jsen (m)] + ¢(3) [COS (%n) +j sen (%ﬂ)]
]
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x(1) = 12 + (=7 + 1) * [cos (g) —jsen (g)]

— 10[cos(m) —jsen (m)] + (=7 — i)

¢ [eos (5) = sen (7))

x(1) =5
;3
x(2) = 2" kZO c(k) e™k
x(2) = %* [c(0)+c(1)e™ +c(2)e?™ +c(3)e3V]

x(2) = i % [12 + (=7 + i) * [cos(m) — j sen (M)] —
10[cos(2m) —jsen (2m)] + (—7 — i)[cos(3m) —
jsen (3m)] ]

x(2) =
;3
x(3)==* Y x(n)e?Tk
5
x(3) = 7" [c(0) + c (1) e®™ + ¢ (2) e*™ + ¢(3)e®™]

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 32



Aplicaciones, V 1.0

x(3) = %* [12 + (=7 + i) * [cos(2m) — j sen (2m)]
+ 10[cos(4m) —jsen (4m)] + (=7 — i)
* [cos(6m) — j sen (6m)]]

x(3)=6

Entonces la trasformada de Fourier inversa esta
dada por:

x(n) = [—3,5,4,6]

Ejemplo 1.4.
Hallar la TDF de x(n) = cos(2mn80); para N=7 y una

frecuencia de muestro de 1Khz.
Utilizando la misma estructura del ejemplo anterior y

resolviendo los coeficientes que en este caso son 7,

se obtiene que:

—2mjkn

6
c(k)=ZX(n)e 7
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6

c(0) = Z x (n) e = 3.9421

n=0

Seguidamente se calcula el valorde c(1) ..., ....,

c(6) y se obtiene:

c(k) = [3.9421, —1.6546 — 0.5692i,
—0.2390 — 0.1633i,—0.0775
— 0.0449i,  —0.0775 + 0.0449i,
—0.2390 + 0.1633i,
—1.6546 + 0.5692i]

Hasta el momento se ha realizado ejercicios que
contribuyen a la destreza del calculo matematica de
la TDF.

Ejemplo 1.5.

Si una senal fue muestreada a 8Khz, tiene una unica
componente de frecuencia, el tiempo de adquisicién

es de 2 segundos, y la respuesta en frecuencia
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muestra que el pico de maxima amplitud esta en 300
puntos, ¢ qué componente de frecuencia real tiene la

senal?

Para dar solucion a este tipo de problema, se debe
tener en cuenta que la frecuencia de muestreo
equivale a longitud maxima. En este caso la longitud

del vector es: 16000 puntos, entonces:

16000 puntos — 8Khz
300 puntos — f.real

f.real = 150Hz

De esta manera es el analisis verdadero de la

transformada de Fourier en datos reales.

Graficamente seria:

Fs = 8Khz

t =0:1/8000: (2 — 1/8000);
y =sin(2 x pi * t * 150);
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Enla
Figura 1.3, se muestra la respuesta grafica del

ejercicio para validar con la teoria aplicada.

8000

X300
Y7996
7000 -

65000 -

5000}

Amplitud
FeS
8
o

3000 -

2000

0 " " " n n " I 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000
Longuitud de la sefal

Figura 1.3.
Transformada de Fourier.

Ejemplo 1.6.

Calcular la transformada de Fourier de la suma de 3
sefiales senoidales con frecuencias: 120Hz, 310Hz y
420Hz. Las sefales tienen una longitud de 9000

puntos y fueron adquiridas durante 3 segundos.
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Para resolver este punto se calcula inicialmente la
frecuencia de muestreo Fs, la cual esta consiste en
dividir la longitud maxima entre el tiempo.
Realizando este calculo se concluy6 que fs = 3Khz.
Entonces la TDF tiene una respuesta, ver

Figura 1.4:

4000 T T T T T T T T

35001 X:1290 1
¥i3619

3000 9
2500+ 1

2000

Amplitud
g 3
8 8
T T

8

. L L L L
) 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Cantidad de Puntos (Longuitd)

Figura 1.4.
TDF de la suma de 3 senales senoidales.

Aqui el pico ubicado en una posicion de 1290,

equivale a una frecuencia real de 310 Hz. Es

importante mencionar que la transformada de
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Fourier es simétrica y por ende se observan picos
duplicados, la simetria en este ejercicio se encuentra
en la posicion 4500, que equivale a tener una

frecuencia de 1500hz.

Ejemplo 1.7.
Calcula el rango de frecuencias real de una sefial de
electrocardiografia (ver

Figura 1.5), que fue muestreada a una fs = 1Hz.

1000 T T T T T T T T
800+
€00
400
S
E o0l
9
2
g of
£
<
-200
- \\/_.af‘—J '\/\/./‘J M\/JJ
-600 | -
800 | | | | | | | .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Loguitud de la senal

Figura 1.5.
Senal Electrocardiografica.
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La respuesta en frecuencia de sefal se observa en
la

Figura 1. 6 Notese como la cantidad de frecuencia
con mayor amplitud esta alrededor de cero eso
indica que las frecuencias de la sefal, tiene valores

pequenos.

Entonces para responder que rango de frecuencias
se ubica la posicion donde los valores de amplitud de
las componentes se hacen casi cero. Para este
ejercicio se eligio el valor 85, es decir que el rango
estara entre 0 y 85 puntos, que equivalente a tener
frecuencias entre OHz - 127hz, rango que es
totalmente coherente con la teoria o rangos de
frecuencias que presenta una sefal fisiolégica de

este tipo que oscila entre 0.05Hz y 150Hz.
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Amplitud
nN w = w » ~ [e <} w

A A
Y:7252
[l ! L

0 500 1000 1500 2000
Longitud de la senal

Figura 1. 6.
Transformada de Fourier sefial electrocardiografica.

Es importante resaltar que la transformada de
Fourier, ademas de ejecutar en su mejor expresion
las componentes de frecuencia, se puede utilizar
para otras aplicaciones tales como: extraccién de

patrones.
1.4 Estructura matematica de la TDF TC- 1D.

Matematicamente la TDF TC-1D esta expresada
como c(k) [21-27]:
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N-1

c1(k) = Z x1(n) * e~2Pmk/N w o(n — k) (1. 3)

n=0

Aqui, x(n), es el vector original, N= longitud del
vector y n la posicion. x @(n) , se conoce como la
ventada de multiplicacién que es la encargada de
darle resolucién en tiempo a la transformada de
Fourier. Notese ademas que dicha ventana tiene la
propiedad de multiplicacion y de desplazamiento en
el tiempo que estd descrita por la letra k. Dicho
desplazamiento se realiza segun caracteristica de la
ventana.
Por otro lado, la estructura matematica de la
transformada de Fourier en tiempo corto inversa
(TDFI-TC - 1D), se describe como x; (n) [25-27]:

N-1

%, (1) =%*Zc1(k)*®(n—k) (1. 4)

k=0
2xpixk*n/N

* e
Aqui es importante mencionar que la aplicacion de
dichas estructuras matematicas conduce a pasar del

domino de la resolucion tiempo- frecuencia al
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domino unico del tiempo. A continuacién, se
presenta un ejemplo grafico del funcionamiento de la
TDF y la TDF-TC. Si es usada la TDF la respuesta
es una consolidacion de las 3 frecuencias, sin
conocer posibilidad del tiempo en que se producen
dichas frecuencias (ver

Figura 1.7). Por otro lado, la

Figura 1.8 muestra la aplicacion de la TDF-TC
usando una ventada de 4500 datos, vy
desplazamientos de 4500 datos, esto quiere decir
que deben aparecer 6 respuestas diferentes de la
TDF. Nétese como en alguna de ellas aparecen
respuestas diferentes lo cual permite mencionar que,
por ejemplo, aparece una unica frecuencia con un
valor de 100Hz en un intervalo de muestras de 1 a
4500. Finalmente se muestra una componente de
frecuencia de 400Hz en un intervalo de muestra de
25500 a 27000. Aqui se debe mencionar que el
funcionamiento de la TDF-TC, permite realizar

analisis mas focalizados que lleven a encontrar
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patrones y caracteristicas importantes a diferencia
de la TDF.

4500

4000 -

Amplitud

0 05 1 15 2 25 3
Cantidad de Datos «10*

Figura 1.7.
TDF de una sefal senoidal con 3 frecuencias diferentes.
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Figura 1.8.
TDF en tiempo corto de una sefal senoidal con 3 frecuencias
diferentes.

1.5 Estructura de matematica de la TDF-2D.y
TDFI-2D.

Como es comun encontrar datos representados en
dos dimensiones, se hace importante conocer la
estructura matematica de la TDF-2D, la cual es
utilizada para los datos representados en forma de
matrices [28-33].

Matematicamente la TDF-2D, esta expresada como
c(k,D)

-1 M-
— 2xpisnxk/N
c(k, D) —ZZx(nm)*e (1. 5)
e

% a—2*pixm=1/M

Donde c(k, 1), es la TDF-2D de x(n,m), N es el
numero de filas y M es el numero de columnas. Al
igual que la TDF-1D, al aplicarse esta estructura

matematica a una matriz x(n,m), se obtiene las
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componentes de frecuencia de una imagen o matriz.
Aqui también se presenta la simetria de la TDF, ya
que como se observa en la ecuacion (1. 5), c(k,1) es
compleja y por ende debe obtenerse el valor
absoluto o magnitud de cada dato. Esta estructura
matematica contempla dos sumatorias esto es
porque una sumatoria depende de las filas de la
matriz y la otra depende de las columnas de la matriz
[34-38].

Dentro del término transformada, existe la
denominacion de inversa, lo cual quiere decir que
existe una estructura matematica que pasa del
espacio de frecuencia al espacio del tiempo. En este
caso es representada su estructura matematica de la

siguiente manera [34-39].
N-1M-1

1 .
— 2xpixnxk/N
X(n'm)_N*ME:E c(l 1) * e2Pien (1.6)

k=0 1=0
* eZ*pi*m*l/M
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La ecuacion (1. 6), presenta la forma de cdmo pasar

del dominio de la frecuencia al dominio del tiempo.
Es importante resaltar que se obtiene la sefal
x(n, m) original solo cuando c(k,1) no se modifica en
ningun caso. Finalmente es de mencionar que el
tamafo de x(n,m) debe ser igual al tamafio de
c(k1).

A continuacién, se presentan algunos ejemplos que
explicaran de mejor manera el funcionamiento de la
ecuacion (1. 5).

1.6 Ejemplos matematicos de la TDFI-2D y
desarrollo de ejercicios en datos reales.

Ejemplo 1.8.
. 2 -1
siX(n,m) = [3 4 ] hallar x(k, 1)
ckD) =Yl 3L _,X(n,m)e ™K g-minl
C(O'O) = ZTl‘L:O Zrln=0X(ni m)
c(0,0) = Y1 olx(n,0) + x(n,1)]

c(0,0) = x(0,0) + x(0,1) + x(1,0) + x(1,1)
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c(0,0) =8

c(0,1) = Yo Xm0 x(n,m) e ™m

c(0,1) =Y [x(n,0) e’ +x(n,1) e ™

c(0,1) = x(0,0) + x(0,1)e™™ + x(1,0) + x(1,1) e™™
¢(0,1) =5+ 3 [cosm — j sinm]

c(0,1) =2

c(1,0) = FizoTh=oX(n,m) e7"
c(1,0) = Tio[(X(n, 0) + X(n,1)) e™™n

c(1,0) = x(0,0) + x(0,1) + [x(1,0) + x(1,1)] e~
¢(1,0) = 1 + [7](cosm — j sinm)

c(1,0) = -6

c(1,1) = ¥ o Xh—ox(n,m) e ™ne ™M

c(1,1) = Y1 o(x(m,0) + x(n,1) e™™) ™™
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c(1,1) = x(0,0) + x(0,1) e™™ + (x(1,0) +
x(1,1) e™™) e™™

c(LD)=2— e+ (3+4e™)e™

c(1,1) =4

Entonces c(k, 1) = [—86 ﬂ que equivale a resolver
la transformada de Fourier en 2D.

Ejemplo 1.9.
six(n,m) = B 2] hallar c(k, 1)

clk,l) = Zrll=0 Zyln=0 x(n,m) e~ TnK o-mjnlL
C(O’O) = Zrll=0 Zrln=0 x(n, m)

C(O'O) = 2111=0[x(ni 0) + X(Tl, 1)]
c(0,0) = x(0,0) + x(0,1) + x(1,0) + x(1,1)

c(0,0) =18

C(O,l) = 2111=0 Zrln=0 X(n, m) e—njm
c(0,1) =YL _,[x(n,0) e’ +x(n,1) e ™]
c(0,1) = x(0,0) + x(0,De ™™ + x(1,0) + x(1,1) e ™
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c(0,1) =5+ 3 [cosm — j sinm]

c(0,1) =2

c(1,0) = FizoTh=oX(n,m) e7"
c(1,0) = XL o[(x(n,0) + x(n, 1)) e~™"

¢(1,0) = x(0,0) + x(0,1) + [x(1,0) + x(1,1)] e™™
c(1,0) = 1 + [7](cosm — j sinm)

c(1,0) = -10

c(1,1) = Yh—oZm=ox(n,m) e e ™m
c(1,1) = Y1 o(x(m,0) + x(n,1) e™™) ™™

c(1,1) = x(0,0) + x(0,1) e™™ + (x(1,0) +
x(1,1) e ™) e™™

c(LD)=2— e+ (3+4e™)e™

c(1,1) =-6
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Entonces c(k, 1) = [_1180

resolver la transformada de Fourier en 2D.

2 .
—6]’ que equivale a

Ejemplo 1.10.
-1 2 7
Hallar TDF-2D de x(n,m) = [2.5 8 —6]
1.6 9 12

Para resolver este ejercicio se procede de manera
similar al ejercicio anterior solo se debe tener en
cuenta el tamafo de la matriz.

c(k,1) = Ei-o Lh=o X (n,m) e~2WIK/3 gmm2ni/3
C(O'O) = 212‘L=0 Z%,;OX(TI, m)

c(0,0) = Y2_,[x(n,0) + x(n, 1) + x(n, 2)]

c(0,0) = x(0,0) + x(0,1) + x(0,2) + x(1,0) +x(1,1) +
x(1,2) + x(2,0) + x(2,1) + x(2,2)

c(0,0) = 8

c(0,1) = ¥2_( X2 _o X(n,m) e ™2/M/3
c(0,2) = Y30 Y20 x(n,m) e ™H™/3
c(1,0) = Y2_, %2 _ x(n,m) e 2nmi/3
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c(LD) = XiooXh-ox(n,m) e 2n/3e=2mm/3
c(1,2) = Yi_o Xa-0x(n,m) e”2min/3g=4mim/3
c(2,0) = Yi o X2 -0 x(n,m) e tHm/3

c(21) = EicoLh-ox(n,m) e~ *n/3e=2mm/3
c(2,2) = Yi_o Xa-0x(n,m) e~ ¥min/3g=4mim/3

Calculando matematicamente los 9 coeficientes se
obtiene:

c(k, 1)
35.1 —1290—-5.19i —12.90+ 5.19i
=|-5.55+15.67 —-14.55+4+0.086i 10.95—18.09
—5.55—-15.65i 1095+ 18.09i —14.44 — 0.086i

Noétese que la respuesta es una transformada con
valores complejos. Hasta el momento se ha

repasado como resolver la estructura matematica.

Ejemplo 1.11.

18

sic(l, 1) = [_10

2
__6]haHarx(nnn)
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x(n,m) = 7% Th_o Nieo c(k, 1) e™mk et
x(0,0) = i % Y=o Zi=o ¢k, D
x(0,0) = * Zh=olc(k, 0) + c(k, 1]

x(0,0) =~ % [c(0,0) + c(0,1) + c(1,0) + ¢(1,1)]

x(0,0) =1

x(0,1) = 5 * Rh_o Do ck, 1) e™!
x(0,1) = i * Yieolc(k,0) e® + c(k,1) e™
x(0,1) = 2% [c(0,0) + c(0,De™ + c(1,0) + c(1,1) e7]

x(0,1) =3

x(1,0) = i * Lie=o Xi=o ¢(k, ) e™"
x(1,0) =5 * Bh_ol(c(k, 0) + c(k, 1)) e™*

x(1,0) =5 % [c(0,0) + c(0,1) + [c(1,0) + c(1,1)] e™]
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x(1,0) =9

x(1,1) = i * Y1 o>l c(n,m)e™kem!
x(1,1) = 5 * Bho(c(k, 0) + c(k, 1) e™) e

x(1,1) =5 % [c(0,0) + c(0,1) e™ + (c(1,0) +
c(1,1) e™) e™]

x(1,1) = 20/4 = 5

Entonces x(n,m) = B g] que equivale a resolver

la transformada de Fourier inversa en 2D. Lo que
concluye que es posible conseguir los datos de la
imagen original haciendo uso de la TDFI-2D.

Ejemplo 1.12.
Calcular la transformada de Fourier en 2D de una
imagen que contenga una frecuencia unica de 81HZ,

(ver
Figura 1.9).
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Figura 1.9.

Imagen de 80Hz, tamafio 512*512.
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Figura 1.10.
Transformada de Fourier de una sefial senoidal.

La

Figura 1.10 muestra la transformada de la una senal
real con frecuencia de 81Hz. Para conocer la
frecuencia real basta con restar el valor donde esta
el punto color blando menos el numero de
columnas/2. Entonces si la imagen tiene 512
columnas y el punto se encuentra en la posicion 337
como se observa, para calcular la frecuencia se resta

337-256, entonces la frecuencia de la seial que se
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tiene es de 81Hz, tal como es el caso de la limitante
incluida en el parrafo del ejercicio. Con esto se puede
mencionar que la TDF-2D, calcula las componentes

de frecuencia de una imagen seniodal.

Ejemplo 1.13.
Calcular la transformada de Fourier una imagen que

contenga dos frecuencias: 75hz y de 100hz.

La
Figura 1.11 muestra la imagen original, con
frecuencias 75 y 100hz, a la cual se le calca la

trasformada de Fourier en 2D.
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Figura 1.11.
Imagen seniodal, con frecuencias de 75hz y 100hz.

Figura 1.12.
Transformada de Fourier de sefiales senoidales con 2
frecuencias 75 y 100Hz.
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Enla

Figura 1.12 se muestra la transformada de una
imagen con frecuencias 75Hz y 100hz. Notese como
existen 4 puntos de color blanco, aqui se observa la
propiedad de simetria. Para el analisis solo se toman
los puntos que se observan a la derecha del eje de
simetria, el cual es el numero de columnas divido
ente 2.

En los ejercicios anteriores se ha explicado como es
el funcionamiento de la transformada de Fourier
matematicamente y asi mismo en imagenes
controladas en frecuencia. Los ejercicios a
continuacion son imagenes tomadas en camaras
digitales (ver

Figura 1.13).

Ejemplo 114.

Calcular la Transformada de Fourier de imagen
capturada conocida como Leonor.
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~”
Figura 1.13.
Imagen a nivel de gris Leonor.

Figura 1.14.
Transforma de Fourier imagen Leonor.

En la
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Figura 1.14, se observa la transformada de Fourier
de una imagen a nivel de gris conocida como Leonor,
notese como las componentes de frecuencia son
muy diferentes a una imagen con frecuencias unicas,
aqui se puede observar que la imagen Leonor
contiene componentes de frecuencias variantes. Sin
embargo, no es posible hacer el calculo respecto
porque no se cuenta con los datos necesarias como
por ejemplo tiempo y frecuencia de muestreo. Aqui
se desea mostrar como es la transformada de

Fourier de una imagen cualquiera.

Ejemplo 1.15.
Hallar la transformada de Fourier de una imagen que

contenga una figura geométrica (ver
Figura 1.15).
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Figura 1.15.
Imagen figura geométrica.

Figura 1.16.
Transformada de Fourier figura geométrica.

La
Figura 1.16, muestra la TDF-2D de la figura
geomeétrica, este ejemplo permite identificar la forma

de onda de la TDF-2D de esta figura, con el objetivo
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de conocer de manera real el comportamiento
frecuencia de imagenes reales.

Con los ejercicios anteriormente presentados, se
puede observar que la TDF-2D, es diferente para
todo el conjunto de datos debido al comportamiento
frecuencial de cada imagen. Por otro lado, es
importante mencionar que con el uso de la
transformada se puede realizar diferentes

aplicaciones como se menciona a continuacion.

1.7 Aplicaciones en el procesamiento de datos

En esta seccion se presenta, una seria de ejemplos
y aplicaciones reales de la TDF. En este caso las
aplicaciones estan concentradas en: Eliminacion de
ruido, Compresion de voz, y Extraccién de Patrones
para clasificacion de datos. Se trabajaran imagenes
de angiografia coronaria, de resonancia magnética y
sefales de voz. Ademas, se muestran resultados de
imagenes inéditas de los autores, donde se aplicada
la TDF. Asi mismo este capitulo muestra los codigos

de cada ejemplo, esto con el objetivo de presentar a
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los lectores la oportunidad de simular y obtener los

mismos resultados [20-41].

1.7.1 Extraccion de patrones

El objetivo es buscar componentes de frecuencia
que logran diferenciar un conjunto de datos o que
permitan mapear el conjunto de datos iniciales que
no son linealmente separables a un conjunto de
datos linealmente separable de ser el caso. El
espacio de la transformada debe descubrir
elementos que se consideren esenciales o Unicos en

cada conjunto de datos.

Ejemplo 1.16:

A continuacién, se muestra un ejemplo de la
transformada de Fourier para dos sefiales de voz:
casa y carro. Ver

Figura 1.17y

Figura 1.18.
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Amplitud

L
0 05

vAs 2 25
Numero de datos 10*
Figura 1.17.

Senfal de voz palabra ‘CASA'.

Amplitud

) : \ : )
0 0.5 1 15 2 2.5
Numero de puntos v10!

Figura 1.18.
Sefial de voz palabra ‘CARRO’.

A continuacion, se muestran las TDF de las sefiales
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o 0.5 1 15 2
Namero de datos <10%

Figura 1.19.
Transformada de Fourier sefial de voz CASA.
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0 0.5 1 1.5 2 2.5
Nimero de puntos <10*
Figura 1.20.

Transformada de Fourier sefial de voz CARRO.

Realizando un analisis visual de la

Figura 1.19y la
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Figura 1.20, se puede concluir que la TDF de la
palabra Carro, tiene mucha mas energia en la zona
ubicada entre los puntos 2000 y 4000, aqui se podria
ubicar en primera instancia un patrén. Es importante
mencionar que para tener un patron con mayor
precision se deben tener por lo menos 50 sefales de
cada grupo, es decir 50 senales de la palabra CASA
y 50 sefales de la palabra CARRO. En este libro solo
se hace el énfasis en como obtener patrones

diferenciadores usando TDF.

Ejemplo 1.17.

Extraccidn patrones: Huellas
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Figura 1.21.
TDF-2D imagenes de huellas digitales.

La

Figura 1.21, muestra las TDF, para imagenes de
huellas digitales, notese como, analizando las TDF,
se muestra que tiene componentes de frecuencias
diferentes, esto permiten evidenciar que es posible
utilizar esta herramienta matematica para extraer
patrones caracteristicos de las imagenes mostradas.
Este es otro ejemplo de que es posible extraer
patrones en datos en dos dimensiones. Cabe aclarar
que al igual en que los ejemplos anteriores es
importante tener un conjunto de datos amplio, en

este libro se propone tener mas de 50 imagenes de
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cada grupo, y asi conseguir un patréon confiable para
caracterizar cada huella digital. El objetivo de la
extraccion es utilizar una zona donde identifique
cada huella, realizar un recorte que sea el patron

caracteristico.

Otro ejemplo se da en el caso que se desee realizar
extraccion del patrén para clasificar figuras
geomeétricas. Nétese en la

Figura 122, como cada geometria tiene una
caracterizacion en frecuencia diferente. Se observa
de manera clara que cada figura geométrica tiene un

comportamiento en el espacio de Fourier diferente.
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Figura 1.22.
TDF de figuras geométricas.

Ejemplo 1.18.
Eliminacion de ruidos y reconstruccion de imagenes

El proceso de reconstruccion de imagenes o
eliminacion de informacion poco relevantes basado
en la transformada de Fourier discreta, esta basada
en la teoria que se condensa en los siguientes

pasos:

1. Seleccion de la imagen a procesar,
identificando en el espacio del tiempo que se
desea realizar, la identificacion de la
informacion tiene que ver con la distribucion
de frecuencias en la TDF.

Aplicar la transformada discreta de Fourier.

3. Identificar las zonas que se desean modificar
en el espacio de la transformada, ya sea
haciéndolas cero o aplicando algun método
como promedio, maximo, minimo, desviacion

estandar entre otras técnicas que permiten
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modificar informacion teniendo en cuenta los
datos presentes en las imagenes. Se
recomienda que la modificacién esté basada
en ventanas de tamafo minimo 8*8.

4. Se aplica la transformada de Fourier en
tiempo discreto, con el fin de lograr observar
los cambios realizados en el espacio de la
frecuencia y su efecto en el espacio del

tiempo o espacio de la imagen original.

1.7.2 Eliminacion de informacioén

A continuacion, se muestra un ejemplo real de

filtrado de imagenes basado en TDF.

La

Figura 1.23, muestra la imagen a filtrar, nétese como
esta imagen tiene unas componentes horizontales
que se denominan ruido y asi mismo alteran el

espacio original de la imagen.
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Figura 1.23.
Figura imagen Lena con lineas.

La

Figura 1. 24a, representa la TDF de la imagen de
lineas, y la

Figura 1. 24b, es la modificacion de componentes de
frecuencia de la TDF original. Aqui se realizé un
proceso donde las posiciones comprendidas en el
rango de fila 50 hasta la fila 463, y la totalidad de las
columnas se ponen a cero. Notese que realizando
este proceso se conserva la teoria de simetria, que
trae consigo la transformada de fourier. Es
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importante resaltar que este teorema en cualquier
procesos de reconstruccion o filtrado se debe

mantener la simetria de la TDF.

Figura 1. 24.
a) TDF imagen Lena con lineas.
b) TDF con eliminacién de componentes de frecuencia.

La

Figura 1.25, Muestra el resultado de aplicar la
transformada de Fourier discreta inversa a la imagen
de la figura 1.24b. Nétese que el efecto producido de
poner a cero ciertas posiciones en dicha imagen

hacen que en un gran porcentaje las lineas
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presentes en la imagen original se hicieran
practicamente nulas, el efecto del por qué no se
conserva la nitidez de la imagen esta dada a y que
la imagen contiene informacion importante en las
zonas que se colocaron acero, esto puede concluir
que se eliminaron componentes de frecuencia
importantes que hacen que la resolucién de la
imagen se altere. Para evitar esto se debe identificar

muy bien las zonas cuyo valor sera cero.

"

Figura 1.25.
Imagen Lena reconstruida.
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La
Figura 1.26, muestra la TDF, de la misma imagen de
la
Figura 1.23, pero las zonas que fueron puestas a cero
han sido menos, fila 100 hasta la fila 412 vy la
totalidad de las columnas se ponen a cero. Esto

indica que menos informacion se ha modificado.

Figura 1.26.
Figura imagen Lena reconstruida.

Finalmente, la
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Figura 1.27 muestra el resultado de la reconstruccion
de la imagen usando la transformada de Fourier
inversa de la

Figura 1.26. Notese que por el hecho de que las
zonas fueron eliminadas en menor proporcion las
lineas horizontales, se han difuminado en una
medida no tan notoria como en la

Figura 1.25. El trabajo de investigacion esta enfocado
en encontrar las zonas en la TDF que seran
modificadas o alteradas para conseguir ya sea

eliminar ruido o reconstruir imagenes.

Figura 1.27.
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Figura imagen Lena reconstruida.

Se recomienda el uso adecuado de la TDF, con el fin
de preservar la simetria, identificar las zonas a
modificar, elegir o probar las técnicas posibles en el
proceso de modificacion de la imagen en el espacio
de la frecuencia. De esta manera se garantizara un
ejercicio mucho mas eficiente y con resultados
justificables en el desarrollo y uso de la transformada
de Fourier para aplicaciones diferentes a calcular las
componentes de frecuencia.

Para finalizar este capitulo y consolidar el
conocimiento y aplicabilidad de la TDF, se presentan

algunos ejemplos propuestos.

1.8 Ejercicios propuestos
1) Hallar la TDF de x(n) = [ 1,4,9, 3,4];
2) hallarla TDF de x(n) =[1,1,1,1,1,1,];

3) Hallar la TDF de x(n) =[1,4,—9,-3,4,3 + 5j];
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4) Hallar la TDFI de x(k)= [2+4], 3j, 4—
7j, 5, 6 —=9j];

5) Hallar la TDFl de x(k) = [3, 5—6j, 1—0j, 3.4+
4j 9j1;

3) Hallar la TDFI de x(k) = [ —4j,5 — 2j];

4) Hallar graficamente la TDF de una sefial de voz,
con una fs = 8Khz, una duracion de 2.5 segundos.
Si desea tener esta sefal escribanos a
luis.mendoza@unipamplona.edu.co

5) Hallar graficamente la TDF, de una sefial ECG, la
cual tiene una frecuencia de muestreo de 1Khz. Y su
duracion de adquisicion de 20 segundos. Si desea
tener esta senal escribanos a
luis.mendoza@unipamplona.edu.co

6) Hallar graficamente la TDF de una sefial
metabolémica*. Analizar el rango de frecuencias
mas significativas

7) Hallar graficamente la TDF de una seial de
electroforesis capilar*. Analizar el rango de
frecuencias mas significativas.

8) Hallar la TDFI de una sefal, en la cual el 20% de
los datos se colocaron a cero, la seleccion de datos
a poner a cero esta dado por las componentes de
frecuencia mas alta posible.
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3 -2 -1
9) Hallar TFD-2D de c(n,m) = [—8 6 2 ]
-4 9 5
1 4 —-14
10) Hallar TFD-2D de c(n,m) = [—6 -2 83 ]
7 -3 104

3 9
11) Hallar TFD-2D de c(k, 1) = [ 4 —5]
-2 1

12) Encontrar la transformada de Fourier de una
imagen que contenga una frecuencia unica de valor
120Hz, frecuencias de muestreo 512Hz y el tamafio
512*512 pixeles.

13) Demostrar la propiedad de linealidad usando la
TDF-2D, utilice frecuencias de 320Hz para una
imagen y 450Hz para la segunda imagen, y una
frecuencia de muestreo de 2.5Khz.

14) Sumar dos sefiales con frecuencias diferentes.

Utilice TDF-1D, para realizar un filtro que elimine la
frecuencia de valor menor. Grafique la respuesta.
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CAPITULO II

TRANSFORMADA DISCRETA
DEL COSENO (TDC(C)

Luis Enrique Mendoza,
Ingenieria en Telecomunicaciones,
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Universidad de Pamplona.

Leonor Jaimes Cerveledn,
Ingenieria Industrial,
Universidad de Pamplona.

La TDC, ha venido evolucionando en el uso del
procesamiento de datos, gracias a su diversidad y la
morfologia que presentan los resultados, es asi, que
es una herramienta que permite la transformacién

sparse.

2.1 Introduccién de la TDC en el procesamiento
de datos

La transformada discreta del coseno (TDC), es una
herramienta matematica que permite realizar
aplicaciones como la transformada de Fourier, con la
gran diferencia en que la TDC es real, no tiene

simetria y tiene la caracteristica de compactar la
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energia de los datos originales. Compactar la
energia se puede definir como la representacion en
pocos puntos de la informacién importante de la
sefal original, esto no significa que se tenga menor
cantidad de puntos, como es el caso de compresion
de datos. En la compactacion se mantiene la relacién
en cantidad de puntos, sélo que la TDC permite tener
una zona que contiene gran cantidad de informacion
original.

Por otro lado, la TDC es una herramienta matematica
que permite representar la sefial original en un
conjunto de datos que son combinaciones lineales
de una funcidon coseno real. También, permite
realizar analisis frecuencial, y asi realizar
aplicaciones de gran envergadura como la
compresion de datos, especificamente en imagenes.
Esta herramienta es la utilizada para comprimir los
datos en el estandar de television digital en
Colombia. En este libro se presenta dos versiones de
la transformada discreta del coseno, la primera es la

version 1D, que es aplicada a vectores, y la segunda
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es la version 2D, que es aplicada a matrices o
imagenes. La TDC, es un poco mas facil de utilizar
que la TDF, debido a su no complejidad ni simetria,
aunque las dos se deben saber dominar para realizar
aplicaciones mas avanzadas que las componentes
de frecuencia. A continuacion, se describe la TDC-
1D y la TDC-2D [1-9].

2.2 Estructura matematica de la TDC-1D

2n + Dk
TN ) (2. 1)

( f1
N Parak =0
(2.2)
2
\ N para # de(

(2n + 1)7Tk> 2.3)
2N

Q(k) = a(k) Z X (n) cos(

a(k) = {

N-1

x(n) = Z a(k) Q(k) cos(

k=0
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Aqui Q(k) se define como la transformada discreta
del coseno TDC, y x(n) se define como la
transformada discreta del coseno inversa TDCI. El
coeficiente a(k) define un factor de normalizacién o
de ajuste, el cual esta dado por un escalar en funcion
del valor de k, como se observa en su definicion

matematica (Ecuacion (2. 1)) [8-12].

A continuacion, se muestra un ejemplo del

funcionamiento real de la TDC.

Enla

Figura2.1y

Figura 2.2 se muestra una porcion de una sefnal de
voz real y su representacion de la TDC. Aqui se

observa la longitud del vector (7000 muestras).
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Sefial de voz en el tiempo
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Figura 2.2.
TDC-1D, de la sefial de voz.

Notese como la sefal en frecuencia, tiene también
una longitud de 7000 datos o muestras. Se debe

resaltar que los numeros del eje x, no indican valores
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en frecuencia. Para conocer los valores reales de
frecuencia se debe tener en cuenta: frecuencia de
muestreo y tiempo de adquisicion, ya que en la
Transformada Discreta del Coseno la longitud
maxima de puntos, es decir 7000 puntos, equivale a
la frecuencia maxima que se puede obtener a partir
de la frecuencia de muestreo, que para este ejemplo
se tomo una frecuencia de muestreo de 8Khz. En
este ejemplo se puede mencionar que las
componentes mas representativas en amplitud estan
alrededor de los puntos 800 - 1000, pero no indica
gue son las frecuencias. Para indicar la frecuencia
real se concluye que 7000 puntos, es 4Khz, entonces

1000 puntos equivalen a 571hz.

Por otro lado, todo término transformada trae
consigo la definicién de su inversa, en el caso de la
TDC-1D se denomina transformada discreta del
coseno inversa (TDCI-1D), la cual transforma los
datos del dominio de la frecuencia al dominio del

tiempo. Esto es relevante ya que en el espacio Q(k),
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la resolucion de la informacion original se pierde, es
decir, que la forma de onda de los datos originales

no se mantiene.

La estructura de TDCI-1D ver ecuacion (2. 2),
consigue obtener los datos originales si y solo si,
ningun coeficiente de (Q(k) modifica sus
caracteristicas. El hecho que al menos uno solo sea
modificado, el resultado final seria X’(n), donde la
quiere decir que el resultado es una aproximacion de
X (n)original. Dependiendo el numero de datos que
se modifiquen y cuales datos sean modificados, se
obtendra una representacion muy aproximada o muy
diferentes de X(n) [12-17].

2.3 Ejemplos matematicos TDC

Con el propdsito de afianzar la teoria en la practica 'y
el buen desarrollo matematico, se muestran los
siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.1.
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Si X(n)=[1 3 5]
hallar la transformada discreta del coseno

Q(k),N = 3, Entonces.

QU = a(k) T3-ox(n) cos (H2)
Q(0) = a(0) T2_X(n) cos(0) = \ﬁ (X2 X()]
0(0) = \ﬂ X(0) + X(1) + X(2)]

0(0) = \E [9] = 5.196

Q1) = a(1) ¥7_oX(n) cos (M)

(1) = f [X(O) cos( ) +X (1) cos( ) +
r@res(2)

0= [ feos(2)  3cos () + s (%)

Q(1) = —2.82
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0(2) = () T2oo X(n) cos (Z2207)

3

0(2) = \E [X(O) cos (g) + X (1) cos(m) +
X(2) cos (5?”)]

Q(2) = \E [cos (g) + 3 cos(m) + 5 cos (5?”)]

Q(2) =0
Q(k) =[5.195 —2.82 0]
Ejemplo 2.2.

SiX(n) =[-4, 7,—1,6]
hallar Q (k)

N =4

X(k) = a(k) izox(n) cos (F7)
Q(0) = a(0) $2—o X(n) cos(0) = f (530 X()]

0(0) = f [X(0) + X(1) + X(2) + X(3)]

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 97



Aplicaciones, V 1.0

0(0) = \E [9] = 5.196

Q1) = a(1) ¥2_,X(n)co ((2n+1)n)

Q(l)—f[X(O)cos()+X(1)cos( )+
e

Q(l):\/%[cos()+3cos( )+5cos( )]

Q(1) = —2.82

Q(2) = a(2) Ti-oX(n) cos (F22F)

Q(Z)—f[X(O)cos()+X(1)cos( )+
s ()

Q(Z):\E[cos()+3cos( )+5 os( )]

Q(2)=0

Q(k) =[5.195 -2.82 0]
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A continuacidn, se presenta un ejemplo matematico
para el calculo de la transformada discreta del

coseno inversa.

Ejemplo 2.3.

SiQk) = [2 —13],
hallar x[n]

X(n) = S alk)Q(k) cos (Z0)
X(0) = Siooa(k) Q) cos ()

X(0) = a(0) X(0) cos(0) + a(1) X(1) cos (g) +
a(2) X(2) cos (g)

X(0) = f 2)+ \f (-1 cos f 3) cos
X(0) =1.67
X(1) = Y2_,a(k) X(k) cos (nz—k)

X(1) = a(0) X(0) cos(0) + a(1) X(1)cos () +
a(2) X(2) cos(m)
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X(1) = f(2)+f( 1)cos \/V(B)COS(T[)

X(1) = —1.29
X(2) = Yi-oa(k) X (k) cos (Snk)

X(2) = a(0) X(0) cos(0) + a(1) X(1) cos (5?”) +
a(2) X(2) cos (5?”)

X(2) = \E () + \E (—1) cos (5?”) + \E (3) cos (5?)

X(2) = 3.08

x[n] = [1.67 —12.9 3.08]

2.4 Ejemplos TDC en seinales de longitudes altas

Ejemplo 2.4.
Si una senal fue muestreada a la 8Khz, tiene una
unica componente de frecuencia, el tiempo de

adquisicién es de 4 segundos, y la respuesta de
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frecuencia muestra que el pico de maxima amplitud
estd en 1000 puntos, ¢;qué componente de

frecuencia real tiene la senal?

Para dar solucion a este tipo de datos, se debe tener
en cuenta que la frecuencia de muestreo equivale a
longitud maxima. En este caso la longitud del vector

es: 16000 puntos, entonces:

32000 puntos —» 4KHz

1000 puntos - f.real

f.real = 125Hz

De esta manera es el analisis verdadero de la
transformada de Fourier en datos reales.
Graficamente seria:

Fs =8KHz

t =0:1/8000: (2 —1/8000);

y = sin(2 * pi * t * 125);
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Enla
Figura 2.3, se muestra la respuesta grafica del

ejercicio para validar con la teoria aplicada.

100
| ]
x.ma-:!
50 Y:8047
2
3 0
E
<
-50
-100 L L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35
Numero de muestras 10*
Figura 2.3.
Transformada discreta del coseno.
Ejemplo 2.5.

Calcular la transformada discreta del coseno de la
suma de 3 sefales senoidales con frecuencias:
100Hz, 300Hz y 400Hz. Las senales tienen una
longitud de 9000 puntos y fueron adquiridas durante

3 segundos.

Para resolver este punto se calcula inicialmente la

frecuencia de muestreo Fs, la cual se calcula
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dividiendo longitud maxima en el tiempo. Realizando
este calculo se concluy6 que Fs=3KHz. Entonces, la
TDC-1D tiene como respuesta: (ver

Figura 2.4) [18-20]:

Numero de puntos

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Amplitud

Figura 2.4.
Transformada discreta del coseno de la suma de 3 sefiales
senoidales.

Aqui el pico ubicado en una posicion de 2400,
equivale a una frecuencia real de 400 Hz. Es
importante mencionar que la transformada discreta
del coseno no es simétrica y por ende no se

observan picos duplicados. Para comprobar que la
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posicion 2400 equivale a 400 Hz, se procede de la

siguiente manera:

1. La frecuencia de muestreo divido en 2
equivale a la longitud maximo que es 9000.
2. Utilizando la relacion anterior se dice que

2400 puntos tiene una frecuencia o equivale a
una frecuencia de 400Hz.

Ejemplo 2.6.

Calcula el rango de frecuencias real usando TDC en
una sefial de electroencefalografia, que fue
muestreada a Fs=1Hz, ver

Figura 2.5.

1000 T T T T T T T T

8001
€00
400

200+

NN

-800

Amplitud (mV)

0200 400 600 800 7000 1200 1400 1600 1800 2000
Loguitud de la senal
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Figura 2.5.
Senfial Electrocardiografica.

La respuesta en frecuencia de sefial se muestra en
la

Figura 2.6 N6tese como la cantidad de frecuencia con
mayor amplitud esta alrededor de cero, eso indica
que las frecuencias de la sefal tiene valores
pequefios, y que efectivamente la TDC permite
realizar un proceso que se conoce COmMO
compactacion de la energia, que no es mas que
poder representar la mayor cantidad de informacion
o energia de la sefial en un numero mucho mas

pequefio de datos que su estado original.

Entonces, para encontrar el rango de frecuencias se
ubica la posicion donde las componentes los valores
de amplitud se hacen casi cero. Para este ejercicio
se eligio el valor 139, es decir, que el rango estara
entre 0 y 139 puntos, que equivale a tener
frecuencias entre OHz — 35Hz aproximadamente,

rango que es totalmente coherente con la teoria o
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rangos de frecuencias que presenta una sefial
fisiologica de este tipo que oscila entre 0.05Hz y
150Hz.

5000

-5000

Amplitud

-10000

-15000

20000 - - -
0 500 1000 1500 2000
Namero de puntos

Figura 2.6.
Transformada discreta del Coseno senal Electrocardiografica.

Es importante resaltar que la TDC, ademas de
ejecutar en su mejor expresion las componentes de
frecuencia, se puede utilizar para otras aplicaciones
tales como: extraccion de patrones, que se explicara

mas adelante en este mismo capitulo.

2.5 Estructura de matematica de la TDC-2D.
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Q(X,L)

=

-1

S

-1

2n+ Drk

= a;(K)a,(L) X(n,m) COS( N >cos(2. 4)

0 0

S
I
3
I

a, (k) = { % para K = O} a,(L) = { /% paral = 0}
} (2.5)

a,(k) = { /% para K # O} a,(L) = { /% paral =0

X(n,m) = TNZE BN @y (K) (L) Q(K, L) cos (P22 cos (Z0™) (2. 6)

Q denota la TDC-2D, los coeficientes descritos como
a, Yy a, , se conocen como coeficientes de
normalizacion, los cuales son dependientes de los
valores que tome Ky L, es decir, las posiciones del
coeficiente de la TDC-2D. Finalmente X es la imagen
original. La ecuacion (2. 4), se conoce como la TDC-
2D y la ecuacion (2. 6), se conoce como la
transforma discreta del coseno inversa TDCI-2D [18-
25].
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2.6 Ejemplos matematicos de la TDC-2D

Ejemplo 2.7.
SiX(n,m) = [g g] Hallar X (K, L)

QK,L) =

2 1)K 2 1)L
ay (K)ay (L) 2111=0 Z%:oX(n, m) cos (( n+4 )T ) cos (( m-; )T )

Q(0,0) =
a1(0)a2(0) X520 Xin=o[X (n, m) cos(0) cos(0)]

0(0,0) = \E \[% 1_0[X(0,0) + X(n, )]
0(0,0) = \E\E [X(0,0) + X(0,1) + X(1,0) + X(1,1)]

Q(0,0) == [2+4+3 +6]
15

Q(0,0) = =2

Q(0,1) =

@1 (0)a; (1) Eh—o Lhmo X (n,m) cos(0) cos (Z27)

0(0,1) = \[%\[% > o [X(n, 0) cos (E) +

X(n,1) cos (%”)]
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Q(0,1) = \F (D[X(0,0) cos (%) + X(0,1) cos (¥F) +
X(1,0) cos( ) +X(1,1) cos( )]

Q(O,1)=f[(2+3)cos()+(4+6)cos( )

Q(0,1) = =25

Q(1,0) =
@1 (Dz(0) Bheo Thimo X (n, m) cos (F25) cos(0)

Q(1,0) = \/5 F [Xrzo(X(n,0) +

X(TL 1)) ((2n+1)n)]

0(1,0) =1 f [(X(0,0) + X(0,1) cos (%) + (X(1,0) +
X(1,1)) cos (T)

Q(1,0) = \/% [6 x cos G) + 9 x cos (%ﬂ)

Q(1,0) = —-15

QLY =

@ (Daz(1) T Thoo X (n,m) cos (Z227) cos (E2"
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Q(1,1) = \/% \/% Y1 _o[X(n,0)cos (%) +

o s (s (2222

Q(1,1) = V1v1[X(0,0) cos (g) +
X(0,1) cos (%ﬂ)] cos (%) + [X(1,0) cos (%) +
X(1,1) cos (¥)] cos ()

Q(1,1) = [2cos (g) + 4 cos (%”)] cos (%) +
e () s (e
Q(1,1) = 0.5

En conclusién, la TDC-2D esta expresada como:

75 =25
e, L= {70 T
Ejemplo 2.8.
5 -3 8
Encontrar Q (K, L) si X(n,m)=[4 1 —14]
7 0 40

QK,L) = a;(K)a,(L) Z Z X(n,m) cos( A c

n=0m=0

2n + 1)1rK) ((Zm + 1)7TL)
cos
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Q(0,0) =
a1(0)a,(0) X7 2o Xim=o[X (n,m) cos(0) cos(0)]

Q(0,0) =15

Realizando el mismo procedimiento anterior se
puede concluir que:

16 —-7.34 12.72
Q(K,L) = |-15.67 15 —38.08
17.67 —20.78 15

Es importante resaltar que el procedimiento
mostrado en el ejemplo anterior, se repite en este
ejemplo, sin embargo, existe una diferencia
significativa que es el tamafno de la matriz o imagen,
que para este caso se calculan 9 coeficientes [23-
28].

Ejemplo 2.9.

Calcular la Transformada discreta del coseno
inversa si:

75 —=2.5

QK. L) = [—1.5 0.5

Entonces la TDCI esta dado por:
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2

-1M-1

X(n,m) = Za (K) a, (L) Q(K,L)cos(

=0 L=0

2n+ K 2m+ DnL
2N ) COS( 2M )

=

X(0, O) )
Z a,(K)a,(L) Q(K, L) cos <%) cos <7r_L)

4
=0 L=0

X(0,0) = Theo: (K) cos (%) [z (0) Q(K, 0) +
a,(1) * Q(K, 1) cos (E)]

X(0,0) = a;(0)cos(0) * [a;(0) Q(0,0) + cos (%) *
(1) * QO] + a;(1) * cos () * [2,(0) Q(1,0) +
cos G) «a,(1) * Q(1,1)]

x| l * Q(0,0) + cos G) *Q(0,1)] +\/§ %

cos (E) [ ; 0(1,0) + cos( ) Q(1,1) * cos (%)]

[\E* 7.5+cos(%)*—2.5] + \E*
cos G) * [\E * —1.5 + cos (%) * 0.5 * cos (%)]

X(0,0)= 2
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X(0,1)

Z a,(K)a,(L) Q(K, L) cos <%) cos <3LL)

) K=0L=0 4
X(0,1) = koo oy (K) cos (5) * [a(0) Q(K, 0) +
a,(1) * Q(K, 1) cos (%”)]

X(0,1) = a;(0)cos(0) * [;(0) Q(0,0) + cos (%) «
6 (1) QO] + ay(1)*cos (%) [2,(0) Q(1,0) +
cos (5) x a,(1) + Q(1,1)]

X(0,1) = \E*[ ~% Q(0,0) + cos () + Q(0,1)]
+ \E * COS (%) * [ %* Q(1,0) + cos G) * Q(1,1) *

cos ()]

\E*[\E* 7.5+cos(%)*—2.5] + \E*
cos (E) * [\E * —1.5 + cos (%) * 0.5 * cos (%)]
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X(1,0) )
" a3 () aa(1) QK. Ly cos (75 cos (%)

1
4
K=0L=0

X(1,0) = Fheo @y (K) cos () « [a2(0) QK. 0) +
a,(1) * Q(K, 1) cos (E)]

X(1,0) = a1(0) * cos(0) * [a,(0) Q(0,0) + cos (%) *
@, (1) * Q(0,1)] + a;(1) *cos (%) « [a,(0) Q(1,0) +
cos (E) * a,(1) * Q(1,1)]

X(1,0) = \/% [ %* 0(0,0) + cos (g) * Q(0,1)] +\E *
cos (%") * [ % * Q(1,0) + cos (%) * Q(1,1) = cos (%)]

X(1,0) = \/%*[\E* 7.5+cos(%)*—2.5] + \E*
cos (%”) * [\E x+ —1.5 4 cos (%) * 0.5 * Cos (%)]

X(1,0) =3
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X(1,1)

1 i a,(K)a,(L) Q(K, L) cos <372K) cos <

K=0L=0

37TL)
4

X(11) = Fheo @y (K) cos () « [a2(0) QK. 0) +
a,(1) * Q(K, 1) cos (%”)]

X(1,1) = a;(0) * cos(0) * [a,(0) Q(0,0) + cos (%”) *
@,(1) « QO] + a;(1) *cos () » [a,(0) Q(1,0) +
cos G) « a,(1) * Q(1,1)]

X(1,1) = \E*[ ~% Q(0,0) + cos () + Q(0,1)]
+ \E * COS (%) * [ %* Q(1,0) + cos (%”) * Q(1,1) *

cos ()]
X(1,1) = \/%*[\E* 7.5+cos(%)*—2.5] + \E*
cos (%”) * [\E * —1.5 4+ cos (%ﬂ) * 0.5 * cos (%)]

X(1,1) =3

Entonces la TDCI esta da por:
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2 4

X(n,m) = [3 6

Ya finalizando los ejemplos matematicos se procede

a describir los ejemplos en datos reales.

2.7 Ejemplos TDC-2D en imagenes reales

Ejemplo 2.10.

En la figura 2.8 se muestra el calculo la transformada
discreta del coseno 2D de una imagen con forma
geométrica, ver

Figura 2.7.

Figura 2.7.
Imagen figura geométrica.
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Figura 2.8.
Transformada discreta del coseno figura geométrica.

Noétese que la

Figura 2.8 muestra la respuesta de la transformada
discreta del coseno 2D. Notese como las
componentes de frecuencia se ubican en la parte
superior izquierda de la grafica (parte derecha), esto
permite evidenciar que existe efectivamente un
proceso de compactacion de energia usando la
TDC. Se debe tener en cuenta que las componentes
de frecuencia en TDC-2D se ubican en su mayoria

en la parte superior izquierda de la imagen.
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Dependiendo de la imagen analizada se ubican las

componentes de frecuencia.

Ejemplo 2.11.

TDC-2D de la imagen conocida como Leonor
Figura 2.9.

Figura 2.9.
Imagen a nivel de gris. Leonor.
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Figura 2.10.
Transformada discreta del coseno imagen nivel de gris.

Notese en la

Figura 2.10 como, gran parte de la informacion
importante, se ubican en la parte superior izquierda,
de modo que permite ejemplificar que siempre la
TDC-2D concentra su informacion importante en

zonas conocidas como segundo cuadrante.

2.8 Aplicaciones en el procesamiento de datos

En esta seccion se presenta, una serie de ejemplos
y aplicaciones reales de la TDC-2D. En este caso las
aplicaciones estan concentradas en: Compresion de

voz, y Extraccion de Patrones para clasificacion de
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datos. Se trabajaran imagenes de angiografia
coronaria, de resonancia magnética y sefiales de
voz. Ademas, se muestran resultados de imagenes
inéditas de los autores, donde se aplicada la TDC-
2D [15-42].

2.8.1 Compresion

A continuacion, se presenta un ejemplo de la TDC,
utilizada para realizar procesos de extraccidn de
patrones en sefiales de voz. Asi mismo, se explica el

proceso que se resumen en 4 pasos, descritos como:

1. Registro de sefial de voz original.

2. Se obtiene de la TDC.

3. Seleccion de la zona donde se concentra la
mayor cantidad de energia.

4. Recortar las zonas de mayor concentracion
de energia

5. Se aplica la TDCI.

La
Figura 2.11 muestra la sefial original registrada, que

en este ejemplo representa la palabra Luis. Notese
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que dicha sefal tiene una longitud igual a 24000
datos, la cual fue muestreada a 8Khz y por un tiempo

de 3 segundos.

0.4,

Amplitud

0 05 1 15 2 25
Cantidad de datos 10*

Figura 2.11.
Senfal de voz, palabra Luis.

Por otro lado, la

Figura 2.12, muestra la TDC sefial registrada,
aplicando los pasos 2 y 3, se menciona que la zona
donde se concentra la mayor cantidad de energia fue
seleccionada entre 1 y 1200 datos, esto quiere decir
que el recorte de dicha zona, se realiza bajo estas
dos cantidades 1y 12000. La figura 2.12 es la TDC
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de la sefal de voz, notese como se concentra la

energia en zonas de 1 a 5000 muestras.

0.6

0.4

0.2

Amplitud
o

-0.2

-0.4

0 0.5 1 15 2 25
Cantidad de datos <10*

Figura 2.12.
TDC sefial de voz, palabra Luis.

Finalmente, se procede a la aplicacién de la TDCI,
que permite pasar del espacio de la frecuencia al
espacio del tiempo [30-36]. Aqui se puede observar
que la sefal reconstruida tiene una longitud de
12000 puntos (ver

Figura 2.13), asi mismo, se puede observar que la
forma o morfologia de la sefial reconstruida
comparada con la morfologia de la sefal original,

presenta un grado de similitud bastante alto,
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haciendo énfasis en que tiene 24000 datos y la sefial
resultante 12000 datos, el cual es la diferencia mas
significativa. Usando TDC, se ha podido demostrar
que es posible mantener el mensaje de voz, en este
caso la palabra Luis, en la sefal reconstruida con
menos datos que la original. Asi mismo, es
importante denotar que es posible tener mayor grado
de compresion dependiendo del tiempo de la sefial a
analizar. Se recomienda realizar procesos de
compresion al 50%, 75% y asi mismo validar cual de
las compresiones mantiene gran parte del mensaje
original. La compresion de informacion se puede
aplicar tanto en sefiales en 1D y en 2D o en cualquier
tipo de informacidn que estad representada con

variables reales.
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Amplitud

2000 4000 6000 8000 10000 12000
Cantidad de datos

Figura 2.13.
Sefial comprimida al 50%,
palabra Luis.

2.8.2 Deteccion de contornos.

A continuacion, se presenta un ejemplo de cémo es
el procedimiento utilizando transforma discreta del
coseno para deteccion de contornos, es importante
mencionar que su funcionamiento tiene mayor
relevancia si la imagen es binaria, sin embargo, el

ejemplo se presenta en una imagen a nivel gris.

Los pasos para la deteccion de contorno se
describen a continuacion:
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1) Imagen a nivel de gris

2) Transformada discreta del coseno de la imagen
3) Ubicar zona del espectro de la frecuencia que se
coloca a cero, tener en cuenta la teoria de
compactacion de la energia

4) Aplicar la transformada discreta del coseno
inversa

5) Resta de la imagen original a nivel de gris y la
imagen reconstruida.

Ejemplo 2.12.
Calcular el contorno usando TDC-2D

En este caso se us6 una imagen con una figura
geomeétrica, la imagen tiene una dimensién de 304
filas y 400 columnas, una vez aplicada la TDC-2D,
solo se conservaron las componentes de frecuencias
ubicada en la zona que comprenden de la fila 1 a la
75, y de la columna 1 a la columna 100. La demas
informacion se asigno un valor de cero, la

Figura 2.14, muestra los resultados de lo descrito
anteriormente (imagen izquierda imagen original,

imagen derecha TDC-2D y zona puesta a cero).
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A b

Figura 2.14.
a) Imagen original. b) TDC y paso 3
de contornos.

Realizados los pasos 1 al 3, se aplica la
transformada discreta del coseno inversa. La

Figura 2.15, muestra el resultado de la TDCI-2D,
como se observa conserva una similitud con la
imagen original, esto significa que el proceso de
eliminacién o puesta de informacién a cero fue
satisfactorio. Aplicando el paso 5, se obtiene la
respuesta que consigue el contorno del objeto inicial.
Este proceso se puede aplicar a todo tipo de
imagenes y usar como técnica para realzar
contornos.
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A B

Figura 2.15.
a) TDCI 2D. b) paso 5 contornos
(resta imagenes).

Ejemplo 2.13.

A continuacion, se muestra el resultado a una
imagen mamografica (ver

Figura 2.16). Notese como se presenta diferentes
contornos que contiene la imagen. Es importante
mencionar que entre mas informacion sea a cero
mayor informacion se pierde en el proceso, sin
embargo, con los resultados mostrados se
recomienda que por lo menos el 80% de la

informacion sea colocada a cero con el fin de obtener
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un resultado importante en cuanto a reconocimiento

de contornos se refiere.

Figura 2.16.
a) Imagen original. b) Contornos de imagen usando TDC 2D.

Para este caso, se aplico el paso 3, donde el 97% de
la TDC-2D, fue puesta a cero, lo que significa que
gran parte de la informacion de la imagen tiene

componentes de baja frecuencia.

2.8.3 Extraccién de patrones
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Con el objetivo de proporcionar un ejemplo de cémo
se observa el patrén caracteristico de diferentes
imagenes, se incluye un ejemplo de imagenes con
lenguaje de sefias, notese como se muestra la
imagen original y la respectiva TDC-2D de cada una
de las imagenes. El objetivo es identificar las zonas
donde las componentes de frecuencia se hacen
diferentes entre las imagenes originales.

La

Figura 217, muestra diferentes imagenes
relacionadas con el lenguaje de sefias, aqui se
demuestra que usando la TDC 2D, se pueden

encontrar patrones caracteristicos de cada imagen.

5] No se puede mostar fa imager
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Figura 2.17.
a, b, c y d) Imagen original.

Por otro lado, la Figura 2.18, muestra la TDC-2D de
las imagenes de las sefias. Notese que los
componentes de frecuencia importantes
representada por los colores cercanos a 255, es
decir, blancos, estan concentrados en la parte
superior izquierda. El objetivo es lograr ubicar las
diferencias entre cada TDC y que en un contexto se
puede clasificar informacién basados en los patrones
encontrados.

Para lograr visualizar de mejor manera la forma de
la TDC de cada imagen, se ha realizado un zoom
(ver

Figura 2.19), de las dos primeras imagenes de sefas
(a, b). Nétese como las formas en que se presentan
las componentes de frecuencia para cada imagen es
diferente, lo que permitiria evidenciar que, si
hacemos el proceso con por lo menos 50 imagenes
de la misma sefal, se presentaria una distribucién

similar de cada una. Se debe tener en cuenta que la
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toma de imagenes y el calculo de la TDC depende
de la intensidad de gris que tiene cada imagen, tema
que se debe tener en cuenta para el proceso de

validacion y efectividad de un patrén encontrado.

a B
Figura 2.18.
a) Imagen original. b) TDC 2D y paso 3 de contornos.
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B

Figura 2.19.
a) Imagen original. b) TDC 2D y paso 3 de contornos.

Para la deteccibn de patrones se recomienda
realizar un estudio de la distribucion de los niveles de
gris en cada una de las imagenes de la TDC-2D.
Como las imagenes originales son significativamente
diferentes, se debe realizar un estudio de la

distribucion de nivel de gris.

La extraccion de patrones usando TDC en 1D y 2D,
ha venido tomando fuerza debido a |las

particularidades y a la forma como se presenta los

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet 132



Aplicaciones, V 1.0

resultados de la técnica. Asi mismo, se viene
aprovechando el proceso de compactacion de la
energia, elemento importante que permite
condensar informacién en espacios mucho mas
pequefios que en el espacio original. Es una proceso
que se ha utilizado en datos como: sefales
electrocardiograficas, sefiales electromiograficas,
imagenes biomeédicas, sefales sismicas, entre otras.
Para finalizar este capitulo, a continuacién se

describe la sesion de ejercicios propuestos.

2.8.4 Eliminacion de Informacion

A continuacion, se muestra un ejemplo usando la
TDC -2D para eliminacion de componentes de
frecuencia anormales en una imagen. El proceso de
reconstruccion de imagenes o eliminacion de
informacion poco relevante usando la transformada
discreta del coseno, esta basada en la teoria que se

condensa en los siguientes pasos:
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Seleccion de las imagenes a procesar,
identificando en el espacio del tiempo que se
desea realizar, la identificacion de la
informacion tiene que ver con la distribucion
de frecuencias en la TDC.

Aplicar la transformada discreta del coseno,
Identificar las zonas que se desean modificar
en el espacio de la transformada, ya sea
haciéndolas cero o aplicando algun método
como promedio, maximo, minimo, desviacion
estandar entre otras técnicas que permiten
modificar informacion teniendo en cuenta los
datos presentes en las imagenes. Se
recomienda que la modificacién esté basada
en ventanas de tamafo minimo 8*8.

Se aplica la transformada discreta del coseno
inversa, con el fin de lograr observar los
cambios realizados en el espacio de la
frecuencia y su efecto en el espacio del

tiempo o espacio de la imagen original.
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La

Figura 2.20 muestra una imagen en niveles de gris
(tamafio 512*512) con un comportamiento en donde
aparece lineas horizontales color blanco, entonces,
el objetivo es eliminar en cierta medida las lineas
horizontales usando TDC, proceso que se realizo
usando TDF capitulo I.

=
£
=
o
=
=
g
£1
i

Figura 2.20.
Imagen nivel de gris con informacion de lineas horizontales.

Por otro lado, la
Figura 2.21 es la TDC, la cual, como se observa,

presenta la compactacion de la energia en el
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extremo superior, y existen componentes de

frecuencia en zonas muy cercanos a la primera

columna.
Figura 2.21.
Transformada discreta del coseno de la
Figura 2.20
La

Figura 2.22, muestra el proceso de eliminacién (poner
ciertas posiciones de la imagen con un valor igual a
cero) de informacion, con el fin de eliminar las lineas
horizontales. Para este ejemplo solo se conservaron
los valores que estuvieran entre las filas 1 a 64, y las

columnas 1 a 64, la demas informacidén fue colocada
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a cero. En este caso, las componentes de frecuencia
que producen las lineas se encuentran en las
posiciones puestas a cero. Sin embargo, es
importante mencionar que la zona que se desea
modificar es susceptible a cambios, y ver el efecto

gue se obtiene al modificar dicha zona.

Figura 2.22.
Transformada discreta del coseno modifica para filtrado.

Finalmente, en la

Figura 2.23 se observa la TDCI-2D o reconstruccion
de la imagen. Nétese como se han eliminado las
lineas horizontales, sin embargo, el proceso ha

llevado a que la imagen tenga una distorsidn notable.
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Aqui el objetivo principal esta en eliminar las lineas
horizontales. Asi mismo, se menciona que, para
evitar distorsiones en alto grado, se debe estudiar
muy bien que componentes de frecuencia o que

porciones de la TDC se colocan a cero.

Figura 2.23.
Figura nivel de gris con informacién de lineas horizontales.

2.9 Ejercicios propuestos TDC 1D y 2D
1) Hallarla TDC de x = [ 3,—4,2,5,7,8];
2) Hallarla TDCdex =10,1,0,0,0,1];

3)Hallarla TDCde x =[1—4j,—-9,2,4,—1 + 8j];
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4) Hallar la TDCI de Q(k)= [2+4j, 3j, 4—
7j, 5, 6 =9j];

5) Hallar la TDCl de Q(k) = [12, =5, 4, 4 —1];
3) Hallarla TDClde Q(k) = [1,1,1,1,1];

4) Hallar graficamente la TDC de una seinal de voz
sumada con una sefal senoidal de 120Hz. Las
sefiales fueron tomadas con una Fs = 8KHz y una
duracion de 2.5 segundos. Obtenga conclusiones de

la respuesta.

5) Hallar graficamente la TDC de una sehal de
electromiografia, la cual tiene una frecuencia de
muestreo de 1KHz, y su duracién de adquisicion de
30 segundos. Si desea tener esta senal escribanos

a luis.mendoza@unipamplona.edu.co.

[ 2 9 —1]
6) Hallar TDC2D de x(n,m)=|8 3 =2

|—2 =7 —4.

(3.2 45 0]
7) Hallar TDC2D de x(n,m) =9 -2 1

| 7 —8 1.4.
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2 3
8) Hallar TDC2D de c(k,1) = [ 3 —5]
-2 8

9) Encontrar la TDC2D de una imagen que contenga
una frecuencia unica de valores de 120Hz y 70Hz,
frecuencias de muestreo 512Hz y el tamafio 512*512

pixeles.

10) Demostrar la propiedad de linealidad y la
propiedad de desplazamiento en frecuencia usando
la TDC 2D, utilice frecuencias de 800Hz y 450Hz
para cada una de las imagenes y una frecuencia de

muestreo de 2.5Khz.

11) Demostrar que es posible eliminar frecuencias
utilizando TDC, realice un filtro paso bajo con
frecuencia de corte de 400Hz. Realice un mapa de
entrada - salida y concluya que tan importante es

realizar filtrado de senales basado en TDC.
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12) realice un registro de voz de la oracion “mi casa
esta vacia”, aplicar la transformada discreta del
coseno y comprima a una razén del 75%.
Reproduzca la sefial resultante y realice una
comparacion del mensaje con la sefial original,
concluya si una sefal de voz se puede comprimir al
75% usando discreta del coseno y conserva el

mensaje original.

13) Aplique la TDC-2D, a una imagen cualquiera”,
apligue compresion a una razon del 87.5%.
Concluya si es posible a nivel de imagen comprimir
a esta razon, qué informacién se pierde y qué

informacion se preserva en el ejercicio.
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La TWD, es la herramienta que en los ultimos afos
ha sido utilizada para realizar procesos que exigen
analisis con resolucion tiempo - frecuencia. TWD, es
una técnica que permite tener diferentes escalas,
representaciones o resoluciones de una misma
sefial o sefal original.

3.1 Introduccion analisis Wavelet

La transformada wavelet tiene como caracteristica
principal la descomposicién de sefales o imagenes
en un conjunto de sub sefiales o imagenes llamadas
coeficientes de detalle o aproximacion, que permiten
realizar analisis detallado basado en componentes
de frecuencia, esto es conocido comunmente como

analisis multi-resolucional, o analisis multi-nivel.

La transformada wavelet discreta tiene una
particularidad, y es que en su desarrollo realiza un
proceso de compresion de informacion conocido
como downsamplig (eliminacion de muestras). Esto

se realiza con el objeto de conservar la propiedad del
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teorema de Shannon y Nyquist de reconstruccion de
datos. Asi mismo, la transformada wavelet se
descompone en transformada wavelet continua y
transformada wavelet discreta. En este libro se hara
enfasis en la transformada wavelet discreta y sus
multiples aplicaciones que son: compresion, analisis
de frecuencia, extraccién de patrones, eliminacién
de ruido, realce de contornos, y deteccién de
cambios rapidos en las sefales. Algo interesante de
la TWD es que permite realizar analisis tiempo-
frecuencia, lo que indica que es posible conocer de
manera mas detallada caracteristicas de los datos

que se procesan.

Dentro de wavelet es importante recomendar las
siguientes notaciones:

Down-sampling

Up-sampling

Analisis multiresolucion
Coeficientes de detalle
Coeficientes de aproximacién
Coeficientes de descomposicion
Coeficientes de reconstrucciéon

NoakrLON=
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Matematicamente wavelet discreta 1D (TWD-1D)
esta definida como:

Ty =T(277t —27r) (3.1)

Cry = Z x(6) * Ty (3.2)

Donde T se denomina wavelet madre y C la
transformada wavelet discreta en 1D.

Noétese que la transformada depende de dos
factores: una de desplazamiento (r) y otro de escala
2/. Estos parametros permiten que se puedan
obtener diferentes resoluciones de la misma sefial o

imagen a procesar.

La

Figura 3.1, muestra de manera grafica el
funcionamiento de las variables escala y traslacion.
Notese como se traslada una wavelet madre (senal

roja), con escalada de 50. Aqui se desplaza la
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wavelet madre hasta el final de la sefal original.
Seguidamente, en la

Figura 3.2 se muestra la misma wavelet madre pero
a escala de "2, equivalente a escala 25, y asi mismo,
se desplaza la sefal hasta el final de sefal original.
Cada escala y cada recorrido de toda la wavelet
madre por la sefal original se considera como una
resolucion wavelet, en el ejemplo anterior se tiene
dos resoluciones de la sefal original.

En la transformada wavelet se dice que a menor
resolucion en el tiempo de la wavelet madre, es
decir, escalas pequenas, se consigue
representaciones de alta frecuencia, y si la wavelet
madre tiene una resolucion alta o duracion en tiempo
alta o escala alta, se representa las componentes de
frecuencia de menor valor o componentes de baja
frecuencia. Esto debido a la teoria: a menor longitud

de onda, mayores son las frecuencias encontradas.
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Analisis wavelet escala 25.

Finalmente, la
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Figura 3.3, muestra el proceso desplazamientos y
escalados para el analisis de frecuencia basado en
wavelet. Notese como la escala trabaja en un factor
diadico y se realizan desplazamientos hasta la

longitud final o tamafo del vector.

Figura 3.3.
Calculo de resoluciones usando wavelet.

Por otro lado, es importante mencionar que wavelet
en 1D, trabaja dos tipos de coeficientes: coeficiente
de aproximacion y coeficiente de detalle. El
coeficiente de aproximacion es el encargado de
representar frecuencias bajas es decir escalas altas

de la wavelet madre y el coeficiente de detalle es el
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encargado de representar componentes de
frecuencia altas alertas, es decir, escalas de la
wavelet madre bajas. Siguiendo esta linea, es decir,
que la transformada wavelet es una descomposicion
de la sefal en multiples frecuencias, lo cual puede

ser demostrado o expresado de la siguiente forma.
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Desarrollo transformada wavelet discreta 1D.
Enla

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet | 5 9



Aplicaciones, V 1.0

Figura 3.4 se puede observar los coeficientes de
aproximacion (CA) y coeficiente de detalle (CD),
notese que el coeficiente de detalle contiene las
componentes de alta frecuencia de la sefal
electrocardiografica, es decir, la sefial ha pasado por
un filtro paso alto, asi mismo, el coeficiente de
aproximacion contiene las componentes de baja
frecuencia de la sefal original, es decir, se obtiene a
partir de pasar la sefal por un filtro paso bajo. Aqui
también se observa el efecto del término down-
samplig, quien es el encargado de eliminar
informacion redundante para el proceso de
reconstruccion. Aqui, la sefal original tiene 5000
puntos y los coeficientes hallados muestran una
longitud de 2500 puntos, lo que es posible para
reconstruir una sefial con estas caracteristicas. Es
importante entender que este es el primero proceso
de descomposicion, si se desea mayor numero de
coeficientes se debe descomponer ya sea el
coeficiente de detalle o el de aproximacion segun la

aplicacion a realizar.
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En conclusion, la transformada wavelet, trabaja en
funcidn de procesos de filtro paso bajo y paso alto
con descomposicion diadica, lo que indica que es
posible tener diferentes resoluciones de la misma

sefal cumpliendo con el proceso basado en filtros.

3.2 Transformada wavelet discreta inversa 1D

La transformada wavelet discreta inversa 1D esta
definida como:

X() = ) Coy+ Ty (3.3)

El propdsito del proceso inverso o de reconstruccion,
es lograr obtener los datos originales a partir de las
diferentes resoluciones o descomposiciones

obtenidas.

Graficamente el proceso de descomposicion y de
reconstruccion esta definido como (ver

Figura 3.5):
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Proceso de descomposicién y reconstruccion.

Es importante mencionar que cada wavelet madre
tiene relacionada un conjunto de coeficientes que
sustituyen la wavelet madre con un conjunto de
banco de filtros, que tiene una relacion directa con la
wavelet madre. Por ejemplo, el filtro paso alto de
descomposicién esta relacionada con la wavelet
madre utilizada para descomposicion y el banco de
filtro paso bajo esta relacionada con los coeficientes

de la wavelet madre utilizada.

Por otro lado, el proceso de descomposicion tiene
relacién con el proceso de reconstruccién, siendo asi
que los coeficientes en los dos procesos tienen una
relacion de espejo. Esto quiere decir que si los

coeficientes de la wavelet madre db1 para un
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proceso de descomposicion paso alto son [-0.70
0.70], los coeficientes para el proceso de
reconstruccion seran [0.70 -0.70], aqui se demuestra
la relacion directa. Entiéndase que wavelet trabaja
en un banco de filtros relacionados con las wavelets

madres definidas.

La wavelet madre es aquella funciona que permite
realizar el proceso de escala y traslacion para lograr
encontrar los niveles de descomposicion y las
caracteristicas en cada tipo de sefal. Existen
actualmente mas de 70 tipos de wavelet madre entre
lo mas representativas estan db y sym, las cuales
han sido utilizadas en diferentes aplicaciones como:
sefales fisiologicas, imagenes, sefales de voz, entre
otras. Una wavelet madre debe ser ortogonal y
ortonormal. El uso del tipo de wavelet madre,
depende de la forma de onda de la sefial a procesar
y de la aplicacién a realizar, por ejemplo, en las
sefales de electromiografias ha sido utilizado la

wavelet madre Daubechies 3 (db3), ya que el
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comportamiento de los potenciales de accion de
unidad motora tiene una correlacién alta con la db3.
Cada wavelet genera una respuesta diferente en los
niveles de aproximacion y detalle, por ende, el uso
de la misma no esta definido estrictamente de

ninguna manera.

Para finalizar el desarrollo matematico y tedrico de la
transformada wavelet en 1D, se muestran a
continuacion algunos ejemplos graficos de la wavelet
madres (ver

Figura 3.6). Nétese como las formas de ondas de
cada una de ellas es diferente, lo que conlleva a
concluir que usar distintas wavelets madres permite
tener diferentes respuestas en funcion de la misma

sefal a procesar.
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Figura 3.6.
Ejemplos de wavelet madre.

3.3 Ejemplos transformada wavelet 1D

A continuacion, se muestran ejemplos del
procesamiento de sefales usando transformada
wavelet discreta. Dentro de los ejemplos a presentar
se encuentran descomposicién, eliminacién de ruido,
deteccion de cambios rapidos en el tiempo y

extracciéon de patrones.

3.3 1 Descomposicion

En la
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Figura 3.7, se muestra la descomposicion wavelet a
un nivel de descomposicion (para una sefial
electrocardiografica (ECG) con una wavelet madre
db2, n6tese como la senal original

Figura 3.7a, contiene 10000 puntos y en el primer
proceso de descomposicion se obtiene un
coeficiente de detalle (

Figura 3.7¢) y un coeficiente de aproximacion (
Figura 3.7b). Ademas, notese como estos
coeficientes muestran una cantidad de datos
reducida a la mitad de la sefal original lo que
significa que se ha aplicado el downsamplig, de este
contexto se deprende el tema de compresion de
sefales, es decir, el coeficiente de aproximacion
tiene caracteristicas en morfologia o en forma que la
sefal original. La pregunta a responder para poder
trabajar con una sefial mas reducida en tamafo que
la origina es: ¢ se puede realizar el mismo proceso
con la sefal original que con la sefial del coeficiente
de aproximacion?, si la respuesta es si, entonces se

puede decir que se utilizdo wavelet para disminuir la
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resolucion o comprimir la sefial y tener un sistema

que permita realizar la tarea usando menos datos

que los originales.

Figura 3.7.
Transformada wavelet nivel 1y db2.

Asi mismo,

Figura 3.8, muestra un segundo nivel de
descomposicion de la sefial electrocardiografica.
Nétese como esta sefal en primera estancia

contiene i del tamafo de la sefal original, sin
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embargo, se observa que el -coeficiente de
aproximacion (

Figura 3.8a), es simular en forma a la sefnal original.
Asi mismo, existe o se obtiene otro coeficiente de
detalle (

Figura 3.8b) que contiene diferentes frecuencias. Por
ejemplo, si la tarea fuera contar el numero de ondas
R que existe en la sefial ECG, seguro se pediria
utilizar la sefial del coeficiente de aproximacién en el
segundo nivel descomposicidn ya que mantiene esta
informacion a pesar de que tiene 4 veces menos
datos. La respuesta para esta aplicacion seria 13

picos u ondas R.
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Figura 3.8.
Transformada wavelet nivel 2 y db2.

Para la compresion de datos usando wavelet, se
debe tener en cuenta el proceso de downsamplig,
quien es el encargado de eliminar muestras
conservando el teorema de Nyquist. En este caso es
importante mencionar que entre mayor es el nivel de
descomposicion mayor es el nivel de compresion.
Ejemplo, para un nivel de descomposicion existe un
factor de compresion del 50%, es decir la sehal de
salida tiene la una longitud de L/2 que la sedal

original. Si existe un nivel de descomposicion 4 el
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nivel de compresion es de aproximadamente el
93.5% lo cual indica que el proceso de compresién
es bastante amplio. Debe tenerse en cuenta que
wavelet es un sistema de compresion con perdida,
ya que en general el nivel de seleccion o sefal
comprimida es el coeficiente de aproximacion del
nivel de descomposicion seleccionado. Aunque no
es el detalle relevante o la aplicacién mas importante
en wavelet, se debe considerar si la aplicacién a
desarrollar lo permite. Hay que recordar que
dependiendo de los datos se podria usar una etapa
de compresién para disminuir costo computacional,
y si los resultados son importantes justifican el

proceso.

A continuacion, se explica el proceso de compresion
usando la transformada wavelet discreta de manera
practica y grafica. Se debe hacer bastante énfasis en
la longitud de la sefial y asi mismo la morfologia de
la sefial comprimida, que en su efecto, la TWD a

diferencia de otras herramientas de compresion
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mantiene en cierto porcentaje la morfologia de la
sefial original. Por ultimo, se debe mencionar que es
posible reconstruir la sefial de un tamafo igual al
original, siempre y cuando se utilice de la manera
correcta el proceso de reconstruccion, donde sin
importar que cambio exista en cada nivel, se deben
utilizar todas las resoluciones o imagenes que se

encontraron en el proceso de descomposicion.

3.3 2 Eliminacion de ruido

Para eliminar ruido basado en wavelet se necesita
inicialmente el concepto de filtro suave vy filtro duro.
En la ecuacién (3. 4), se muestran los dos tipos de

umbrales que se utilizan para esta aplicacion.
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A

Dénde: D, denota filtrado suave, Dy, denota filtrado

fuerte y A = logv/N  umbral universal

Notese que adicionalmente se incluye una variable
umbral (1), que es la encargada de realizar la
comparacion con cada dato de la senal, entienda
que es la senal a filtrar usando wavelet. Esta
definicion se debe aplicar a cada uno de los
coeficientes de ser el caso y dependiendo de las
componentes de frecuencia a filtrar o eliminar. Para
esta aplicacion debe entender que cada nivel de
descomposicién o resolucién tiene caracteristicas de
frecuencia diferentes, por ende, es practicamente

relevante realizar filtrado usando wavelet.
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A continuacidon, se explica el proceso de filtrado
usando wavelet de manera practica y grafica (ver

Figura 3.9).

AR I i AN o

Figura 3.9.
Descomposicion wavelet par filtrado de una sefal.

En el ejercicio se aplico el filtrado en donde todos los
coeficientes de detalles se llevan a un valor cero.
Siguiendo esta directriz, se tiene una reconstruccion
de la sefial de la forma ver

Figura 3.10.
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Figura 3.10.
Resultado proceso de filtrado.

En este ejemplo se tomaron 4 niveles de
descomposicion y una wavelet madre db5. Cabe
resaltar que se debe seleccionar otros tipos de
wavelet madre para observar el funcionamiento de

cada una de ellas.

3.3.3 Extraccién de patrones

La extraccién de patrones es un proceso relevante
ya que permite identificar o caracterizar una sefal o
un conjunto de sefales. Esta caracterizacién es
conocida como patrones caracteristicos de un
conjunto de datos o de una sefial. La transformada

wavelet discreta es una técnica que permite extraer
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patrones significativos basados en componentes de
frecuencia. En la

Figura3.11yla

Figura 3.12, se muestra un ejemplo con db2, y 5
niveles de descomposicion para las palabras
registradas ‘Casa’ y ‘Mama’. Con el propodsito de
observar como los diferentes niveles de
descomposicion permiten evidenciar con mejor
resolucion las caracteristicas que diferencie estos
dos grupos de sefales. El objetivo es identificar cual
de los diferentes niveles obtenidos hace que estas
dos palabras tengan una diferencia significativa. Es
importante mencionar que en este campo de la
extraccidon de patrones se debe incluir técnicas
como: desviacidn estandar, varianza, las cuales
permiten tener un analisis cuantitativo del proceso
realizado, o en otras palabras verificar que tan
relevantes son los patrones. En este ejercicio se
eligieron 5 niveles. Realizando un analisis de cada
nivel usando desviacién estandar y analisis de la

varianza, se concluyé que el nivel d4 es el mas
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adecuado para realizar el proceso de extraccion de
patrones de estos dos tipos de palabras. En
conclusion, o en otras pablaras, se puede decir que
si desea realizar un proceso de clasificacion se
recomienda que se utilice el nivel de descomposicion
5 y una db4, ya que las diferencias se hacen mas
significativas en este nivel que en cualquier otro
sumado a la sefal original. Por otro lado, se
recomienda que estos analisis no se realicen en una
sola senal de cada palabra, se recomienda que por
lo menos existan 15 palabras por cada grupo, es
decir 15 sefiales de la palabra Casa y 15 de la
palabra Mama, esto para mejor la confiabilidad del

proceso.
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Figura 3.11.
Resultado procesos de extraccidon de patrones Casa.

M M-

—_— e

Figura 3.12.
Resultado procesos de extraccién de patrones Mama.
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3.3.4 Compresion de senales

El proceso de compresion usando wavelet se
consolida en el uso de los -coeficientes de
aproximacion, es asi como en la

Figura 3.13, se muestra un ejemplo grafico del
proceso de compresion usando una wavelet madre
db5 y 2 niveles de descomposicion. En este ejemplo
se observa una compresion al 50% y una
compresion al 75%, es decir, se pasa de tener 6800
datos a tener 3400 y 1700 respectivamente. Notese
como las formas de onda o morfologia de la sefial se
conserva de una manera importante, incluso cuando
las longitudes son diferentes. Es importante
mencionar que wavelet es una técnica de
compresion con perdida y se debe lograr un analisis
donde la pérdida de informacién sea la menos
posible, esto buscando la wavelet madre mas
adecuada para el proceso que se desea hacer y la
sefal a comprimir.

Finalmente, cada nivel de descomposicién wavelet

permite una compresion de longitud L/2, es decir que
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los factores de compresién son diadicos y esto
constituye una fortaleza en cuanto a procesos de
compresion se refiere, por las cantidades de
informacion que en ocasiones maneja un conjunto

de sefales o datos.

R ——r - ‘WW" .w««
it me— -mw» Aol

L A e w«,wmm..‘“‘wmw

Figura 3.13.
Compresion de informacién 2 niveles de descomposicion.

3.4 Transformada wavelet en 2D

Matematicamente wavelet discreta 2D esta definida
como:

A floy) b2, (3.5)
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Donde ¢ se define como wavelet madre 2D, que al
igual que en una dimension tiene propiedad de
desplazamiento (i), y escalado (j), y f(x,y) es la

imagen original.

La transformada wavelet inversa esta definida como:

— Lj Lj
f(x, 3’) - va,y * X,y
i=0 j=0

(3. 6)

La descripcion grafica en bloques de la
Transformada wavelet discreta 2D se muestra en la
Figura 3. 14, Notese como para un solo nivel de
descomposicion aparecen 4 imagenes que
representan a la imagen original. Es de resaltar que
cada descomposicion o  resolucion  tiene
componentes de frecuencias diferentes. Aqui
aparecen los coeficientes de aproximacion (X1,x3), Y
de detalle: horizontal (x112), vertical (x1,11) y diagonal

(x1)). Si se desea encontrar otro nivel de
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descomposicion, por lo general, se recomienda que
la descomposicion se realice al coeficiente de
aproximacion, donde se obtienen 4 resoluciones de

la imagen de aproximacion.

-‘h[m] } 'Hrl —exy g [m, 1]
long m
E’M—'V [m,n] along
along " g[m] M $2 expplm, n
X{m, n] along m
v2 N ,[ ) ]
gln) Hrz }_’"m{m: -] h[m]a (\’:QMZ Yrmlm, n
alongn ‘
g[m] v2 = x, plm,
alongm
Figura 3. 14.

Diagrama bloques TWD-2D.
A continuacion, se muestran dos ejemplos de la

transformada wavelet 2D a dos niveles de

descomposicion, con una wavelet madre symlet.
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3.4.1 Descomposicién en 2D

Ejemplo 1.

En la Figura 3.15, se presenta un ejemplo del uso de
la TWD-2D. Notese como para dos niveles de
descomposicion se consigue 7 imagenes que
representan la imagen original, aparecen
coeficientes de aproximacion, coeficientes de
detalles verticales, diagonales, y horizontales (ver
Figura 3.15b). Cada uno de ellos con unas
componentes de frecuencia diferentes. Notese como
el coeficiente de aproximaciéon 2, mantiene

informacion importante de la imagen original.
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B

Figura 3.15.
Transformada wavelet 2D. 2 niveles de descomposicion
imagen a color.

Ejemplo 2.

En el ejemplo de la

Figura 3. 16, y Figura 3. 17, se muestra una
descomposicion a un solo nivel de una imagen a
nivel gris, nétese que se obtienen 4 imagenes (ver
Figura 3. 17b) que son las resoluciones de la imagen

original.
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Figura 3. 16.
Imagen a nivel de gris original.

C D
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Figura 3. 17.
Transformada wavelet 2D con 2 niveles de descomposicion
imagen a nivel de gris. a) aproximacion. b) d. vertical.
c¢) d. horizontal.
d) d. Diagonal.

Una vez obtenido las resoluciones y niveles de
descomposicion, y la wavelet madre, se procede a
realizar las aplicaciones posibles. En este libro se
prestaran aplicaciones interesantes: deteccion o
realce de contornos y, compresion y extraccion de
patrones, con fines de aplicar procesamiento de

imagenes usando wavelet.

Ejemplo 3. Seleccién de informacidén relevante
(contornos). Ya definiendo la estructura matematica
en 2D, a continuacién, se presenta un ejemplo
sencillo usando una figura geométrica que contiene
dos estados: blanco o negro (ver

Figura 3.18). En este ejemplo se muestra una
comparacion de resultados en utilizar una wavelet
madre db1, y una wavelet madre db4, con el objetivo

de tener un panorama claro de los resultados en
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funcidn de la seleccion de la wavelet madre. Nétese
como los coeficientes de detalles muestran los
contornos de la figura o imagen original, sin
embargo, los resultados son mas eficientes si utiliza
la wavelet madre db4. Esto indica que la TWD
permite calcular los contornos de una imagen
binaria, y que permite obtener componentes de
frecuencia diferentes en cada uno de los coeficientes

de detalle.

Imagen original Coef. de aproximacion

a1l
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Coef. de detalle 1, coef. detalle 2. Madre
madre db1 db1

Coef. de detalle 1. Coef. detalle 2. Madre
Madre db4 db4

Figura 3.18.
Ejemplo TW 2D.
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3.4.2 Compresion 2D

La compresion tiene como objetivo disminuir la
cantidad de informacion de un conjunto de datos, sin
embargo, esta disminucion de informacion debe
mantener por lo menos el 85% de la informacién
importante de la imagen original. En el caso de TWD,
se utilizan los coeficientes de aproximacion para
realizar este proceso. En el ejemplo (ver

Figura 3.19), se muestran diferentes resultados de
compresion usando una wavelet madre daubechies
y symlet, en 1 y 2 niveles de descomposicidén. Es
decir, que se comprime a 75% y 87.25%. Sin
embargo, es de apuntar que las imagenes obtenidas
mantienen la informacion importante de la imagen
original. En la

Figura 3.19c,

Figura 3.19d y

Figura 3.19e, se muestra compresion con un nivel de
descomposicion 1y nivel de descomposicion 2, para
una wavelet madre db5, y el mismo procedimiento

para una wavelet madre symlet6. Asi mismo, se
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puede notar que el proceso de compresién basado
en TWD, es eficiente y permite consolidar un proceso
de extraccion de patrones, ya que se obtiene
informacion relevante de la imagen original, pero con

mucho menos cantidad de informacion.

a) Imagen original

b) Compresién con un nivel de descomposicion db5
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¢) Compresion con dos niveles de descomposicién
db 5

d) Compresion con un nivel de descomposicion
sym6

e) Compresion con dos niveles de descomposicién
sym6
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Figura 3.19.
Compresién de datos.

Con el fin de identificar, y observar que las
representaciones mostradas en la

Figura 3.19 mantienen un patron relevante, se
vectorizan las imagenes, y se muestran con el fin de
tener una mejor resolucion de las longitudes. Notese
como la morfologia de las sefiales 1D se mantiene,
a pesar de la gran diferencia en longitud. Ademas,
se debe mencionar que el espacio wavelet se define
como un espacio escala-tiempo, pero por su
comportamiento en descomposicién, y por banco de
filtros se considera una aproximacién importante de
la imagen o sefales originales, y por ende, se
menciona el término compresion de datos. Noétese
como la longitud de cada vector disminuye en un
factor de 4, esto conlleva a concluir, que si laimagen
original tiene un tamafo de 720*1280, tendra un
vector de tamafio 921600, y que su compresion en

un nivel de descomposicidn tiene un tamafo de
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365645, y una longitud de 235425, que son los
datos que aparece en la

Figura3.20 y

Figura 3.21. Finalmente, la imagen de dos niveles de
descomposicion tiene un tamafio de 188*328, y una
longitud de vectorizacion de 61664, para el caso de

una wavelet madre db5.

Figura 3.20.
Vectorizacion wavelet db5.
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Figura 3.21.
Vectorizacion wavelet db5.

3.4.3 Extraccién de patrones

La

Figura 3.22, muestra un ejemplo de las letras a, b y
m. Se demostrara que por medio de TWD-2D, es
posible tener un patrén caracteristico que represente
las 3 letras de una manera diferente. El propdsito es
obtener un nivel de descomposicion, una wavelet
madre y un coeficiente que permita tener diferencias
significativas entre las letras presentadas. Aqui se

us6 una wavelet madre db4 y un nivel de
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descomposicion 3, y se selecciond el nivel de

aproximacion 3.

Figura 3.22.
Imagenes caracteristicas de letras a, b y m.

Nétese como la

Figura 3.23, la

Figura 3.24, y la

Figura 3.25, presentan patrones diferentes que son
significativos, y seguro representan de manera
importante cada una de las letras. Aqui el patrén de
la letra a es muy poco denso en comparacion con los

patrones de la letras b y m.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet 194



Aplicaciones, V 1.0
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Figura 3.23.
Patrén vectorizado letra a.
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Figura 3.24.
Patrén vectorizado letra b.
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Figura 3.25.
Patrén vectorizado letra m.

Finalmente, se menciona que estos patrones deben
ser susceptibles a validacion usando técnicas de
clasificacion supervisada o0 no supervisadas,
también, se menciona que no basta con solo una
imagen para garantizar que el patrbn es muy
relevante, se recomienda tener como minimo 5

imagenes de la misma letra.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet =~ 196



Aplicaciones, V 1.0

Referencias

1.

Chui, C. K. (2016). An introduction to
wavelets. Elsevier.

Navarro J. F, Martinez D. ElI (2010).
Introduccidon a la transformada wavelet
continua. Ahmad, K. (2018).

Applications in Image Processing. In Wavelet
Packets and Their Statistical Applications (pp.
203-224). Springer, Singapore.

Addison, P. S. (2017). The illustrated wavelet
transform handbook: introductory theory and
applications in science, engineering, medicine
and finance. CRC press.

Ahmad, K. (2018). Applications in Image
Processing. In Wavelet Packets and Their
Statistical Applications (pp. 203-224).
Springer, Singapore.

Zhang, D. (2019). Wavelet transform.
In Fundamentals of Image Data Mining (pp.
35-44). Springer, Cham.

Chatterjee, P. (2015). Wavelet analysis in civil
engineering. CRC Press.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet 197



10.

11.

12.

Aplicaciones, V 1.0

Baleanu, D. (Ed.). (2015). Wavelet Transform
and Some of Its Real-World Applications.
BoD—-Books on Demand.

Radhakrishnan, S. (Ed.). (2018). Wavelet
Theory and Its Applications. BoD—Books on
Demand.

Wang, S. H., Zhang, Y. D., Dong, Z., &
Phillips, P. (2018). Wavelet Families and
Variants. In Pathological Brain Detection(pp.
85-104). Springer, Singapore.

Kolekar, M. K. H., Raja, G. L., & Sengupta, S.
(2018). An Introduction to Wavelet-Based
Image Processing and Its Applications.
In Computer Vision: Concepits,
Methodologies, Tools, and Applications (pp.
110-128). IGI Global.

Subasi, A., & Yaman, E. (2019, May). EMG
Signal Classification Using Discrete Wavelet
Transform and Rotation Forest.
In International Conference on Medical and
Biological Engineering(pp. 29-35). Springer,
Cham.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet = 198



13.

14.

15.

16.

17.

Aplicaciones, V 1.0

Krivoshein, A., Protasov, V., & Skopina, M. A.
(2016). Multivariate wavelet frames (p. 182).
Singapore: Springer.

Du, R. (2019). Engineering monitoring and
diagnosis  using  wavelet transforms.
In Computer-Aided Design, Engineering, and
Manufacturing (pp. 312-341). CRC Press.

Haldorai, A., & Ramu, A. (2018). An
intelligent-based  wavelet classifier for
accurate prediction of breast cancer.
In Intelligent Multidimensional Data and
Image Processing (pp. 306-319). IGI Global.

Meng, A., Ge, J., Yin, H., & Chen, S. (2016).
Wind speed forecasting based on wavelet
packet decomposition and artificial neural
networks trained by crisscross optimization
algorithm. Energy Conversion and
Management, 114, 75-88.

Zhang, Y., Dong, Z., Wang, S., Ji, G., & Yang,
J. (2015). Preclinical diagnosis of magnetic
resonance (MR) brain images via discrete
wavelet packet transform with Tsallis entropy
and generalized eigenvalue proximal support
vector machine (GEPSVM). Entropy, 17(4),
1795-1813.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Coseno y Wavelet 199



18.

19.

20.

21.

Aplicaciones, V 1.0

Wang, S, Li, Y., Shao, Y., Cattani, C., Zhang,
Y., & Du, S. (2017). Detection of dendritic
spines using wavelet packet entropy and
fuzzy support vector machine. CNS &
Neurological Disorders-Drug Targets
(Formerly Current Drug Targets-CNS &
Neurological Disorders), 16(2), 116-121.

Bai, Y., Li, Y., Wang, X., Xie, J., & Li, C.
(2016).  Air  pollutants  concentrations
forecasting using back propagation neural
network based on wavelet decomposition with
meteorological conditions. Atmospheric
pollution research, 7(3), 557-566.

Le Douget, J. E., Fouad, A., Filali, M. M.,
Pyrzowski, J., & Le Van Quyen, M. (2017,
July). Surface and intracranial EEG spike
detection based on discrete wavelet
decomposition and random forest
classification. In 2017 39th Annual
International Conference of the IEEE
Engineering in Medicine and Biology Society
(EMBC) (pp. 475-478). IEEE.

Wozniak, M., Napoli, C., Tramontana, E.,
Capizzi, G., Sciuto, G. L., Nowicki, R. K., &
Starczewski, J. T. (2015, July). A multiscale
image compressor with rbfnn and discrete

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet 2 ()



22.

23.

24.

25.

26.

Aplicaciones, V 1.0

wavelet decomposition. In 2015 International
Joint Conference on Neural Networks
(IJCNN) (pp. 1-7). IEEE.

Alickovic, E., Kevric, J., & Subasi, A. (2018).
Performance evaluation of empirical mode
decomposition, discrete wavelet transform,
and wavelet packed decomposition for
automated epileptic seizure detection and
prediction. Biomedical Signal Processing and
Control, 39, 94-102.

Ghassemian, H. (2016). A review of remote
sensing image fusion methods. Information
Fusion, 32, 75-89.

Zheng, Y., Blasch, E., & Liu, Z
(2018). Multispectral Image Fusion and
Colorization. SPIE Press.

Singh, A. K., Kumar, B., Dave, M., & Mohan,
A. (2015). Multiple watermarking on medical
images using selective discrete wavelet
transform coefficients. Journal of Medical
Imaging and Health Informatics, 5(3), 607-
614.

Sudarshan, V. K., Mookiah, M. R. K., Acharya,
U. R., Chandran, V., Molinari, F., Fujita, H., &
Ng, K. H. (2016). Application of wavelet

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet ~ 2(1



27.

28.

29.

30.

31.

Aplicaciones, V 1.0

techniques for cancer diagnosis using
ultrasound images: A Review. Computers in
biology and medicine, 69, 97-111.

Lai, Z., Qu, X,, Liu, Y., Guo, D., Ye, J., Zhan,
Z., & Chen, Z. (2016). Image reconstruction of
compressed sensing MRI using graph-based

redundant wavelet transform. Medical image
analysis, 27, 93-104.

Nayak, D. R., Dash, R., & Majhi, B. (2016).
Brain MR image classification using two-
dimensional discrete wavelet transform and
AdaBoost with random
forests. Neurocomputing, 177, 188-197.

Li, C., Huang, Y., & Zhu, L. (2017). Color
texture image retrieval based on Gaussian
copula models of Gabor wavelets. Pattern
Recognition, 64, 118-129.

Mughal, B., Muhammad, N., Sharif, M., Saba,
T., & Rehman, A. (2017). Extraction of breast
border and removal of pectoral muscle in
wavelet domain. Biomedical
Research, 28(11), 5041-5043.

Das, D. K., & Dutta, P. K. (2019). Efficient
automated detection of mitotic cells from
breast histological images using deep
convolution neutral network with wavelet

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet 22



32.

33.

34.

35.

36.

Aplicaciones, V 1.0

decomposed patches. Computers in biology
and medicine, 104, 29-42.

Bascoy, P. G., Quesada-Barriuso, P., Heras,
D. B., & Arguello, F. (2019). Wavelet-Based
Multicomponent Denoising Profile for the
Classification of Hyperspectral Images. IEEE
Journal of Selected Topics in Applied Earth
Observations and Remote Sensing.

Li Vigni, M., Prats-Montalban, J. M., Ferrer, A.,
& Cocchi, M. (2018). Coupling 2D-wavelet
decomposition and multivariate image
analysis (2D WT-MIA). Journal of
Chemometrics, 32(1), e2970.

Ahuja, S., & Mehan, A. (2018, April). Design
of Orthogonal Wavelet for Human Palmprint
Recognition. In 2018 International
Conference on Intelligent Circuits and
Systems (ICICS) (pp. 265-270). IEEE.

Sivakumar, R., & Mohan, E. (2018). High
Resolution Satellite Image Enhancement
Using Discrete Wavelet
Transform. International Journal of Applied
Engineering Research, 13(11), 9811-9815.

Chaddad, A., Daniel, P., & Niazi, T. (2018).
Radiomics  evaluation  of  histological
heterogeneity using multiscale textures

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet ~ 2()3



37.

38.

39.

40.

Aplicaciones, V 1.0

derived from 3D wavelet transformation of
multispectral images. Frontiers in oncology, 8,
96.

Huang, Y., De Bortoli, V., Zhou, F., & Gilles, J.
(2018). Review of wavelet-based
unsupervised texture segmentation,
advantage of adaptive wavelets. IET Image
Processing, 12(9), 1626-1638.

Phinyomark, A., Nuidod, A., Phukpattaranont,
P., & Limsakul, C. (2012). Feature extraction
and reduction of wavelet transform
coefficients for EMG pattern
classification. Elektronika ir
Elektrotechnika, 122(6), 27-32.

de A Berger, P., Francisco, A. D. O., do
Carmo, J. C., & da Rocha, A. F. (2006).
Compression of EMG signals with wavelet
transform and artificial neural
networks. Physiological measurement, 27(6),
457.

Subasi, A., Yaman, E., Somaily, Y.,
Alynabawi, H. A., Alobaidi, F., & Altheibani, S.
(2018). Automated EMG Signal Classification
for Diagnosis of Neuromuscular Disorders

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet 24



41.

42.

43.

44.

45.

Aplicaciones, V 1.0

Using DWT and Bagging. Procedia Computer
Science, 140, 230-237.

Ryan, @. (2019). Linear Algebra, Signal
Processing and Wavelets — a unified
Approach. Python Version. Oslo, Norway:
Springer.

Hariharan. (2019). Wavelet Solutions for
Reaction—Diffusion Problems in Science and
Engineering. Tamil Nadu, India: Springer
International Publishing.

Abood, S. (2020). Digital Signal Processing: A
Primer with MATLAB. CRC Press.

Panja, M. M., & Mandal, B. N. (2020). Wavelet
Based Approximation Schemes for Singular
Integral Equations. Kolkata, India: CRC Press.

Krantz, S. (2020). Differential Equations: A
Modern Approach with Wavelets. New York:
Chapman and Hall/CRC.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet 205



Aplicaciones, V 1.0

CAPITULO IV

DESARROLLO EN PYTHON

Victor Alberto Lizcano,
Ingenieria Electrénica
Universidad de Pamplona.

Ronald de Jesus Torres,
Ingenieria Electronica,
Universidad de Pamplona.

Luis Enrique Mendoza,
Ingenieria en Telecomunicaciones.
Universidad de Pamplona.

El llevar a la practica los conocimientos adquiridos
de forma tedrica permite la apropiacion de los
mismos de una forma mas profunda, ayudando al

estudiante a formular y afrontar nuevos retos,
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generando asi nuevo conocimiento; por ello, el
presente capitulo propone al estudiante realizar
algunos problemas propuestos, asi como guiar el
proceso de instalacion y manejo del lenguaje de
programaciéon Python enfocado al procesamiento de
sefiales en 1D y 2D aprendidos en capitulos
anteriores, también se podran encontrar ejercicios
practicos sobre algunos problemas especificos que
se pueden presentar en el momento de acondicionar

y procesar sefiales en 1D y 2D.

4.1 ;Qué es Python?

Es un lenguaje de programacion de alto nivel
interpretado, multiparadigma, lo que permite al
desarrollador disefar el software utilizando el
paradigma que mejor se adapte al problema que se
desea solucionar, soporta la programacién orientado
a objetos, es multiplataforma por lo que se puede
utilizar en diferentes sistemas operativos como
Windows, Mac y Linux. Ya viene instalado de forma

predeterminada en los sistemas operativos Mac y

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet ~ 2()7



Aplicaciones, V 1.0

Linux, para Windows. Se muestra a continuacion
como instalarlo. [1]
4.2 ;Qué es PyCharm?

Es un entorno de desarrollo integrado (IDE)
disefiado exclusivamente para Python, permite crear
cédigos con extension .py, es multiplataforma
disponible para los sistemas operativos Windows,
Mac y Linux, para este curso se trabajara con la

version community puesto que es libre. [2].
4.3 Instalaciéon de Python

El enlace que se muestra a continuacién contiene los
archivos necesarios para la instalacion de Python
3.7.3, asi como su entorno de desarrollo integrado
(IDE) PyCharm Community 2019.1.1. [3]

https://drive.google.com/file/d/14SteFmCC tNA39N
Y6SJoEt3DdIKMTrUy/view?usp=sharing

Luego debe dirigirse a la ubicacién del archivo
descargado con extension .rar, y con ayuda del

programa Winrar u otro con funcién similar se
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procede a descomprimir, posteriormente haga clic
sobre la carpeta generada para acceder a las
carpetas llamadas Python y PyCharm.

Dentro de la carpeta llamada Python se encuentra el
archivo ejecutable python-3.7.3.exe, y sobre este
haga clic derecho y ejecutar como administrador (

Figura 4.1), luego acepte los permisos.

Abrir

, Disco local (C) > Pyth I G Ejecutar como administrador
: on

Solucionar problemas de compatibilidad

~

Nombre Ejecutar con procesador de graficos

L3 python-3.7.3.exe Anclar a Inicio

Figura 4.1.
Ejecucion de Python-3.7.3.exe como administrador.

Seleccione las opciones Install launcher for all
users (recommended) y Add Python 3.7 to PATH,
esta ultima opcidén se debe seleccionar para evitar a
futuro agregar la ruta de instalacion de Python a la
variable de entorno (path) de forma manual.
Posteriormente debe hacer clic en la opcion Install

now, como se muestra en la
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Figura 4.2. Luego espere mientras termina la

Instalacion (Figura 4.3).

% Python 3.7.3 (32-bit) Setup - x

} Install Python 3.7.3 (32-bit)
Select Install Now to install Python with default settings, or choose

Customize to enable or disable features.

|

| => Install Now
Ci\Urers\WILL-SAATAppData\Local\Programs\ Python\ Python37-32
Includes IDLE, pip and documentation

Creates shortcuts and file associations

=3 Customize installation

Choose location and festures

python

4 Install launcher for all users (recommended)

WindOWS [ Add Python 3.7 to PATH IR

Figura 4.2.
Ventana de instalacion.

» Python 3.7.3 (32-bit) Setup - X

) Setup Progress
Instaliing:
Python 3.7.3 Core Interpreter (32-bit)

python
for
windows Cancel

Figura 4.3.
Progreso del proceso de instalacion.
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Cierre la ventana del asistente de instalacion de
Python haciendo clic en el boton Close, como
muestra la

Figura 4.4.

w Python 3.7.3 (32-bit) Setup - x

) Setup was successful

Spedial thanks tc Mark Hammoend, without whose years of
freely shared Windows expertise, Python for Windows would

still be Python for DOS,
New to Python? Start with the ¢ tytocial and
documantation.

See what's new in this release.

python @

windows Close

Figura 4.4.
Cierre de la ventana del asistente de instalacion.

Verifique la correcta instalacion de Python realizando
los siguientes pasos:

Ejecute la aplicacion Simbolo del sistema. Puede
encontrarla escribiendo en el buscador de Windows

su nombre, como se muestra en la
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Figura 4.5, o presionando la combinacion de teclas
Win + R. La figura Y muestra el entorno grafico de

la aplicacion Simbolo del sistema.

Todo Aplicaciones Documentos Mas ¥

Mejor coincidencia

- Simbolo del sistema N

Aplicacion de escritorio

it

£ Simbolo del sistemal

Figura 4.5.
Busqueda de la aplicacion (Simbolo del sistema).

C:\Windows\system32\cmd.exe = O X

) 2018 Microsoft Corpc

C:\Users\Alberto>

Figura 4.6.
Aplicacion Simbolo del sistema.

Para validar la correcta instalacion se debe ejecutar

el comando py o python y presionar la tecla Enter.
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De manera emergente deben mostrarse algunos
parametros de Python, como su version, fecha de
instalacion, entre otros, como lo muestra la

Figura 4.7.

C:\Windows\system32\cmd.exe - py - O X

Mar 25 2019, 21:26:5

or "license” for

Figura 4.7.
Verificacion de correcta instalacion de Python.

4.4 Instalacion y configuraciones iniciales de
PyCharm

Concluida la correcta instalacion de Python, se
procede a instalar su IDE PyCharm. Nuevamente
dirijase a la ubicacion de la carpeta descomprimida
luego de ser descargada [4]. Dentro de la carpeta

llamada PyCharm se encuentra el archivo ejecutable
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pycharm-community-2019.1.1.exe, y sobre este
haga clic derecho y ejecutar como administrador (

Figura 4.8), luego acepte los permisos.

Abrir

| ® Ejecutar como administrador
B Edit with PyCharm Community Edition

> Discolocal (C:) » PyCharm

~

Nombre Solucionar problemas de compatibilidad

P pycharm-community-2019.1.1 Anclar a Inicio

Figura 4.8.
Ejecucion de PyCharm Community como administrador.

La

Figura 4.9 muestra Ila ventana del entorno de
instalacién de PyCharm, en ella haga clic en el boton
Next para continuar con el proceso.

La

Figura 4.10 muestra una ventana donde encontrara
la ruta de instalacion del IDE PyCharm, si desea
instalarlo en una carpeta diferente a la ruta
preestablecida por defecto, seleccione la ruta
haciendo clic en el boton Browse. Luego haga clic

en el boton Next para continuar.
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PyCharm Community Edition Setup - x

Welcome to PyCharm Community
Edition Setup

Setup will guide you through the installation of PyCharm
Community Edition.

Itis recommended that you dose all other applications
before starting Setup, This will make it possible to update
relevant system files without having to reboot your

computer.
Click Next to continue,
Next >  Cancel |
Figura 4.9.

Ventana de inicio de instalacion.
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PyCharm Community Edition Setup - X
Choose Install Location
Choose the folder in which to install PyCharm Community Edition.

Setup wil install PyCharm Community Edition in the following folder. To instal in a different
folder, dick Browse and select another folder. Click Next to continue.,

Destination Folder
’> = ,,,i‘ Cha ” Edoonzm‘a.l.l Browse...
Space required: 536.8 MB
Space avadable: 274.5G8 @
< Back Next > Cancel
Figura 4.10.

Seleccion de la ruta de instalacion.

Se debe seleccionar las opciones de instalacion: 64-
bit launcher para crear un acceso directo en el
escritorio, Add “Open Folder as Project” para
crear una carpeta para los proyectos dentro de la
ruta ya definida en el paso anterior, .py para asociar
los archivos .py con PyCharm, y Add launchers dir
to the PATH para agregar la ruta a la variable de
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entorno PATH la cual necesitaremos para poder
direccionar todos los archivos de Python (

Figura 4.11).

PyCharm Community Edition Setup — X

Installation Options
y Configure your PyCharm Community Edition installation

4] 64-bit launcher

Create Desktop Shortout —— 1 ~Update PATH variable (restart needed)
[@ Add launchers dr to the PATH

- Update context menu

4] Add "Open Folder as Project”

rCreate Assodations

M .py

< Back Next > Cancel

Figura 4.11.
Opciones de Instalacion.

Una vez se han seleccionado las opciones de
instalacién, haga clic en el boton Install para
comenzar, como muestra la

Figura 4.12. Espere mientras termina el proceso (
Figura 4.13).
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PyCharm Community Edition Setup - X
Choose Start Menu Folder
Choose a Start Menu folder for the PyCharm Community Edition
shorteuts.

Select the Start Menu folder in which you would like to create the program'’s shortauts. You
can also enter a name to create a new folder.,

)

360 Security Center ~
Accessbity

Accessories
Administrative Tools
Dashiane

Driver Booster 6
Maintenance
Microsoft Office 2013

Python 3.7

StartUp

System Tools

Windows PowerShel v

o

Figura 4.12.
Terminacion de configuraciones e inicio de instalacion.

PyCharm Community Edition Setup -

Installing
Please wait while PyCharm Community Edition is being installed.

Extract: kotlinx-coroutines-core-common-1.0. 1.jar

- -

< Back Next > Cancel

Figura 4.13.
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Progreso de instalacion.

Una vez terminada la instalacion, seleccione la
opcion | want to manually reboot later para
reiniciar la computadora manualmente en otro
momento, o si lo desea, puede hacerlo de manera
automatica en el mismo instante con la opcion
Reboot Now. Finalmente haga clic en el botdn
Finish (

Figura 4.14). Se requiere reiniciar la computadora
para actualizar las librerias .DLL ((Dynamic Link
Library).

PyCharm Community Edition Setup -

Completing PyCharm Community
Edition Setup

Your computer must be restarted in order to complete the
instalk of PyCharm C Edition. Do you want to

reboot now?

(@) Reboot now

(1 want to manually reboot later
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Figura 4.14.
Seleccidn de reinicio de la computadora.

Configuraciones Iniciales

Terminada la instalacion, debe aparecer en el
escritorio el icono de PyCharm como muestra la

Figura 4.15, abra la aplicacion haciendo doble clic
sobre su icono para iniciar con las configuraciones

iniciales.

il (P urettion v

Figura 4.15.
Icono de PyCharm.

Iniciada la aplicacion se mostrara en primer instante
la ventana que se muestra en la

Figura 4.16; mantenga la opcion Do not import
settings, la cual viene por defecto (no importar
configuraciones), y haga clic en el botén OK.
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B Import PyCharm Settings From... X

(O Config or installation folder:

(® Do not import settings @

[ ]

Figura 4.16.
Opciones de importar configuraciones.

Elija el tema de interfaz de usuario de PyCharm a su
preferencia y haga clic en el boton Next Featured
plugins para continuar con la configuracién de las
siguientes caracteristicas como muestra la

Figura 4.17.
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B Custornize Sy Chaem *
Ul Thaine

Set Ul theme

R P |:> T

Figura 4.17.
Seleccion de temas de interfaz
de usuario.

Posteriormente haga clic en Start using PyCharm
para comenzar a utilizar PyCharm como muestra la

Figura 4.18.
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B customze pycham X
bemes ~ featured pluyec
Download festured plugins
= have 8 few pluging n ourreositary that most users like ta doenload. Perhag need tharm b
ideaVim Markdown BashSupport
Errulates Vim edéor Markdonn lenguage support Bash langusge support

Recommended only f you are
familiar with Vim.

Install and Enable nstali Install
R Language Support

R languisge suppot

Inseall @

Sip Rewaining and Set Dfauks | Eack to Ul Thamss Start uaing PyCham

Figura 4.18.
Ventana de instalacion
de complementos e inicio
de uso de PyCharm.

Realizando esto, PyCharm estara listo para ser
usado. Debe aparecer una pantalla como la que se
muestra a continuacion (

Figura 4.19).
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& Welcome to PyCharm _ %

PyCharm

| + Create New Project |

& Open

M Check out from Version Control »

L Configure ™ Get Help v

Figura 4.19.
Ventana para abrir o crear un nuevo proyecto.

4.5 Crear un nuevo proyecto en Python
Para crear un nuevo proyecto haga clic en el botén

Create New Project como muestra la

Figura 4.19; esta accion lo dirige a una nueva
ventana, en la cual debe seleccionar la ubicacion de
la carpeta que almacena los archivos que contiene
el codigo de lenguaje de programacion Python, para
ello, haga clicen el botén &  yluego en el boton

Create, como muestra la
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Figura 4.20. Para este caso la carpeta lleva por
nombre Python, que se encuentra dentro de la ruta

D:|Documents|

B newProsa - X

Location: | D:Documentos\Python |

* Propect interpreter New Yirtualery environment [ ]

Coned
Figura 4.20.
Seleccion de la carpeta contenedora de los archivos del nuevo
proyecto.

La accion anterior lo dirige al entorno de trabajo de
PyCharm, como muestra la

Figura 4.21. En esta ventana se pueden identificar la
barra de herramientas, algunos botones de acceso

rapido, la carpeta de trabajo donde se guardan los
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archivos generados, algunos atajos de teclado, entre

otros.

B python DADocuments\python] - PyCherm
Ble Edit Yiew Nevigate Code Refactor Run Jooks VC3 Window Help

* 2:favorites  Ba Z:Strecture

b &R0 = GTO00 B Temind % Pytnon Comle

] w0

Figura 4.21.
Entorno de PyCharm.

Haga clic derecho sobre la carpeta creada en los
pasos anteriores, despliegue la lista de opciones que
contiene la opcién New, y entre ellas elija Python
File para crear un nuevo archivo con extension .py
(Archivo que contiene un coédigo escrito en el

lenguaje de programacion Python) (
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Figura 4.22), posteriormente, en el cuadro de dialogo
(New Project file) (
Figura 4.23) debe introducir el nombre de su proyecto

(para este caso Hola_mundo), y presionar el boton
Ok.

[E5 Python [0\ Documenta\Python] - PyCharm

Eie Edit View Navigate Code RBefactor Run Toofs VG5 Window Help
Python
—if Project « G F & -
2 e Er——
:i) 1 External Lib 7 2 S
[  Scratches ar X an criey = NewScratch File Cirl- At~ Mayus+nsertar
8 Copy Directory
CapyPeth Qb ¢ |1 Python Package
Copy Relatve Path Qul-AR
1 paste CtrisV | i HIML File
Find Usages Alrer7 11 Resource Bundle
Figura 4.22.
Creacion de archivo con extension .py.
B New Python file X
Name: |Ho|a_mundo | Tl

Kind: = Python file
S W

Figura 4.23.
Introduccion del nombre del archivo con extension .py.

~
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La
Figura 4.24 muestra el entorno para iniciar a escribir

cddigo en el lenguaje de programacion python.

= Python] - . \Hole_mundapy [Pythen] - PyCharm — o X
e Code Refctor Run Tools VC3 Window Help
A4 Configuration.. Q

O+ 9 - Hols_munde.gy

print ('Hola Mundo')

Figura 4.24.
Entorno de PyCharm (Con escritura de c6digo).

Para ejecutar el cédigo creado, haga clic derecho
dentro del entorno de PyCharm y luego en la opcion
Run ‘Hola_mundo’ (

Figura 4.25). Este mismo proceso puede realizarse
haciendo clic en el boton Run » asegurando de que
el nombre de su proyecto se encuentre al lado
izquierdo del botdn, de no ser asi, elija el nombre de

su proyecto desplegando la lista de opciones (
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Figura 4.26). El resultado de la ejecucién se muestra
en la consola (
Figura 4.27), asi como el total de errores y/o

advertencias con su respectiva descripcion.

# Hola_mundo.py \
#Impresion del mensaje "Hola Mundo"
print ( 'Hola Mundo' ) Copy Reference Crl+ Alt+Mayis=C
0 paste (s
A Paste from History... Ctrl+Mayis=V
) Paste without Formatting Cirl+ Alt+Mayds-V
Column Selection Mode Alt+Maylis=Insertar
Find Usages AlerF7
Refactor )
Felding )
GoTo
Generate... Alt-Inserter
Run 'Hola_mundc' Cirl+ Mayts+ F10
# Debug 'Hols_munde'

Figura 4.25.
Opciodn 1 para ejecutar codigo.

Hola_mundo ~| p % Q

Figura 4.26.
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nnnnnnn

Figura 4.27.
Entorno de PyCharm con panel de resultados.

4.6 Algunas librerias importantes y su
instalacion

Para el procesamiento digital de sefiales en 1D y 2D
en python, es necesario instalar algunas librerias
que contienen funciones especificas para realizar
determinada tarea. A continuacion, se describe cada

una de ellas a ser utilizadas en este capitulo.

4.6.1 Numpy

Es una libreria o paquete de python encargado de

trabajar con vectores de N dimensiones, esta
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constituido por una gran variedad de funciones
matematicas que involucran vectores y matrices, su
gran versatilidad permite al usuario realizar
operaciones complejas, por ejemplo, la transformada
rapida de fourier en 1D, con tan solo llamar una

extension especifica de numpy en python. [5]

4.6.2 Matplotlib

Es un paquete disefiado para la elaboracion de
graficas en el lenguaje de programacion python,
permitiendo al desarrollador visualizar el
comportamiento de las sefiales sobre las cuales se

encuentra trabajando. [6]

4.6.3 OpenCV

Es un paquete utilizado comunmente para el
procesamiento de imagenes, permite al
desarrollador crear una infinidad de aplicaciones
enfocadas a su procesamiento y vision artificial,

cuenta con funciones ya disefiadas para normalizar,
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cambiar a escala de grises, cambiar los espacios de

color entre otros muchas aplicaciones. [7, 8]

A continuacion, se muestra el proceso para agregar
paquetes a python a través de PyCharm. Como
primer paso dirijase a la barra de herramientas y en
ella haga clic sobre la opcion archivo y luego en
configuraciones (

Figura 4.28).

E Python [D:\Documents\Python] - ...\Hola_mundo.
Edit View Navigate Code Refactor Run
New Project...
New... Alt+Insertar
New Scratch File Ctrl+Alt+Mayus+Insertar
= Open...
Save As...
Open Recent )
Close Project

Rename Project...

Settings... Ctrl+Alt+S

Other Settings )

Import Settings...

Figura 4.28.
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Opciones de la pestafia File (Archivo).
En las opciones de configuracion, haga clic en

Project: Python y Iluego seleccione Project
Interpreter como ilustra la

Figura 4.29.

& Settings X
Project: Python For current project

Appearance & Behavior Project Settings

Keymap I Project Interpreter

Editor

Project Structure
Plugins

Version Control

Project: Python B

Build, Execution, Deployment

Languages & Frameworks

Tools

0 =

Figura 4.29.
Configuraciones (Project Python).

Debe aparecer el intérprete del proyecto con la lista
de paquetes instalados hasta ese momento (Figura
4.30), haga clic en el boton ™ para agregar nuevos
paquetes a Python. Esta accion debe mostrar el

gestor de paquetes de Python (Figura4.31) en el que
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se encuentra la barra de busqueda rapida y en ella
escriba el nombre del paquete a instalar. Seleccione
la libreria y a su lado derecho se muestra la
descripcion de la misma, (su funcion, version, autor,
etc.). En el botdn Install Package, hacer click para
iniciar la instalacion. Una vez terminado el proceso,

el paquete quedara listo para ser utilizado.

& settings *
Project: Python 1 Project Interpreter
> Appommance & Behavior Project Interpreter; [ < Bython 3.7 (ython) ' o -] %
Keymap
Editor Package ersi Latest version
Phugins .
— setuptocts 080 a 2101
i -
Project: Python =
Project Structure
Build, Execution. Deployment
Lenguages & Frameworks
Tools
o
Figura 4.30.

Configuracion (Project Interpreter).
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Irwtall Package Merage Reposttenes

{:

Figura 4.31.
Instalar paquetes a Python.

4.7 Ejemplos usando Python

El capitulo 1 habla del analisis de Fourier en 1D y 2D
como herramienta de gran ayuda al momento de
realizar extraccion de patrones, filtrado de sefales
entre otras aplicaciones.

Para aplicar la transformada de Fourier en 1D en
Python, es necesario tener instaladas las librerias
Numpy y Matplotlib. [9, 10]

4.7 1 Filtrado de senales en 1D

El filtrado de sefiales digitales es una tarea que

encontramos a diario en un sin ndmero de
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aplicaciones, como, por ejemplo, el determinar la
frecuencia del ritmo cardiaco del feto eliminando la
frecuencia del ritmo cardiaco de la madre (sin tener
presente otros factores fisiologicos). [11]

La

Figura 4.32 (a) muestra una sefial senoidal (f;(t)) de
20 Hz (f(t) = Asen (2mft)) muestreada a una

frecuencia de 2 KHz.

f1(t) = sen (40mt)

Sea (f(t)) la suma de f;(t) con una sefnal de 400
Hz (f,(t)) la cual llamaremos ruido, la
Figura 4.32 (b) muestra la representacion grafica de

la sefal con ruido (f(t)).

f2(t) = sen (800mt)

f@®) =f0)+ ()

Para identificar las frecuencias presentes en una
sefial (f(t)) se hace uso de la transformada de
Fourier como se indicé en el capitulo 1, ndtese que

la sefal de la
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Figura 4.32 (c) muestra el valor absoluto de la
transformada de Fourier de f(t), para visualizar las
componentes frecuenciales de la sefal ruido, la cual
se entiende que esta compuesta por valores altos de

frecuencia.

(a) Sefial Original

Tempo
(b) Sefial con Ruido

200 0 600 800 1000
Tiampo
(c) Transformada de Fourier de Ia Sefial con Ruido

Frecuencs

Figura 4.32.
Representacioén grafica: (a) Sefial senoidal f; (t), (b) Sefial con
ruido f(t), (c) Transformada de Fourier de la sefial f(t).

Para filtrar la sefial (f(t)) (
Figura 4.33 (a)) haga uso de los pasos mencionados
en el capitulo 1. Para este ejemplo, los puntos que

corresponden a la frecuencia a filtrar (400 Hz) se
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encuentran en el punto 200 y su correspondiente
valor simétrico 800 (

Figura 4.33 (b)). Cabe mencionar que se puede hacer
filtrado en una frecuencia especifica o en un rango
de frecuencias. Es importante mencionar que el
proceso de filtrado se realiza en la transformada de
Fourier y no en su correspondiente valor absoluto
(utilizado unicamente para efectos visuales), ya que
para analizar los efectos del filtrado sobre la sefal
original es necesario regresar al dominio del tiempo
aplicando la transformada inversa de Fourier.
Eliminados los puntos correspondientes mediante la
puesta a cero de los mismos, se aplica la
transformada inversa de Fourier para obtener la
sefal filtrada en el dominio del tiempo (

Figura 4.33 (c)), y su transformada de Fourier se
muestra en la

Figura 4.33(d).

La senales ruidos estan presentes en cualquier

registro obtenido en un sistema de adquisicion, por
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ejemplo, en un registro de sefales
electroencefalograficas [12], se puede definir las
sefales  oculograficas como  sefiales de
interferencias o ruido [13], otro claro ejemplo puede
evidenciarse en la toma de ritmo cardiaco de un feto,
donde el ritmo cardiaco de la madre podria definirse
como ruido, o Vviceversa, dependiendo de la
particularidad de la aplicacion, cabe mencionar que
en muchas ocasiones la frecuencia de las sefales
ruido son conocidas por estudios previos u otros

trabajos realizados.

(a) Sefal con Ruide

Ampleud

Tismpe
(b) Transformada de Fourier

200 40! 600 0o 1000

o
(c) Sefal Filtrada

Fracuencia

(d) Transformada de Fourier Senal Filtrada

Fracuancia

Figura 4.33.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet 239



Aplicaciones, V 1.0

Representacion grafica: (a) Sefial con Ruido f(t), (b)
Transformada de la sefial ruido con puntos localizados
(enmarcados en color rojo) de la frecuencia a eliminar, (c)
sefial filtrada f(t) en el dominio del tiempo, (d) Transformada
de Fourier de la sefal filtrada f(t).

A continuacion se muestra el codigo implementado
en Python:

#importacion de librerias
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#

font1 = {*family": ‘Arial’,
‘weight': 'bold’,
'size': 14,
}

font = {"family": ‘Arial’,
'weight': 'normal’,
'size': 12,

}

Pi = np.pi

Tiempo = np.arange(0,0.5,(1/2000))

Frecuencia_1 =20

Frecuencia_2 =400

Senal_Original = np.sin(2*Pi*Frecuencia_1*Tiempo)
Ruido = np.sin(2*Pi*Frecuencia_2*Tiempo)
Sefal_con_Ruido = Sefal_Original+Ruido

Fourier = np.fft.fft(Sefal_con_Ruido)
Valor_Absoluto=np.abs(Fourier)
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Filtro = Fourier

Filtro[150:250]=0

Filtro [750:850]=0

Sefal_Filtrada=np.fft.ifft(Filtro)
TRansformada_de_la_Sefal_filtrada=abs(np.fft.fft(S
efal_Filtrada))

plt.figure(1)

plt.subplots_adjust( hspace=0.62)
plt.subplot(311)
plt.plot(Senal_Original,'k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title((a) Senal Original’,fontdict=font1)

plt.subplot(312)
plt.plot(Sefal_con_Ruido,’k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title('(b) Senal con Ruido’,fontdict=font1)

plt.subplot(313)

plt.plot(Valor_Absoluto, k")
plt.xlabel(‘Frecuencia’,fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)

plt.title(*(c) Transformada de Fourier de la Senial
con Ruido’,fontdict=font1)

plt.figure(2)
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plt.subplots_adjust(
hspace=0.95,bottom=0.1,top=0.95 )
plt.subplot(411)
plt.plot(Sefal_con_Ruido,’k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title('(a) Sefal con Ruido’,fontdict=font1)

plt.subplot(412)
plt.plot(Valor_Absoluto, k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title('(b) Transformada de
Fourier',fontdict=font1)

plt.subplot(413)
plt.plot(Senal_Filtrada,’k")
plt.xlabel(‘Frecuencia’,fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title('(c) Senal Filtrada',fontdict=font1)

plt.subplot(414)
plt.plot(TRansformada_de_la_Senal_filtrada,’k")
plt.xlabel(‘Frecuencia’,fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)

plt.title('(d) Transformada de Fourier Senal
Filtrada’,fontdict=font1)

plt.show()

4.7.2 Extraccion de patrones en senales 1D
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La extraccion de patrones es una tarea que suele
realizarse principalmente en tareas de clasificacion,
siendo a la vez una de las mas dificiles, ya que si
esta no se realiza de la manera apropiada repercute

en las otras.

En este ejemplo se demuestra que la transformada
de Fourier tiene potencial en extraccion de patrones.
Para ello se busca encontrar diferencias
significativas en el dominio de la frecuencia entre los
sonidos vocalicos de la letra Ay la letra E (

Figura 4.34 (a) y

Figura 4.34 (b) respectivamente) los cuales fueron
adquiridas durante un lapso de tiempo de 4
segundos a una frecuencia de muestreo de 6.8 KHz
(Teorema de Nyquist) [14] representados por un
vector de 27200 puntos para cada uno. Nétese que
las senales en el dominio del tiempo no presentan un
patréon que las haga distintivas mientras que las

sefales en el dominio de la frecuencia permiten ver
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con mayor claridad las diferencias que existen entre
estos dos sonidos como muestran la

Figura 4.34 (c) y la

Figura 4.34(d).

{a) Lotra A (b) Letra E

Ampituc
2

0o 2000 25000 <00 o shat
Tiempo Twmpo

{€) Transformada de Fourier Latra A (d) Transformada de Fourier Letra E
200

Ampitud

Figura 4.34.

Representacion grafica: (a) Sefial sonido vocalico letra A, (b)
Sefal sonido vocalico letra E, (c) Valor absoluto transformada
de Fourier del sonido vocalico letra A, (d) Valor absoluto
transformada de Fourier del sonido vocalico letra E.

En el capitulo 2 se ensefia todo lo relacionado con la
transformada discreta de coseno demostrando que
permite realizar tareas de extraccion de patrones,
compresion de informacion, entre otros. Para su
implementacion en Python es necesario tener

instaladas las librerias Scipy y Matplotlib.

Procesamiento de Datos Discretos en 1D y 2D: Fourier, Cosenoy Wavelet ~ 24.4.



Aplicaciones, V 1.0

A continuacion se muestra el codigo implementado
en Python:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#

font1 = {*family": ‘Arial’,
‘weight': 'bold’,
'size': 14,
}

font = {"family": ‘Arial’,
'weight': 'normal’,
'size': 12,

}

A = np.loadtxt(‘Letra_A.txt")

E = np.loadtxt('Letra_E.txt")
TDF_A = np.fft.fft(A)
Valor_Absoluto_A = np.abs(TDF_A)
TDF_E = np.fft.fit(E)
Valor_Absoluto_E = np.abs(TDF_E)
print (len(Valor_Absoluto_E))
plt.figure(1)

plt.subplots_adjust( hspace=0.62)
plt.subplot(221)

plt.plot(A,'k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title(*(a) Letra A",fontdict=font1)
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plt.subplot(222)

plt.plot(E,’k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title(*(b) Letra E',fontdict=font1)

plt.subplot(223)
plt.plot(Valor_Absoluto_A,’k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title(*(c) Transformada de Fourier Letra
A’ fontdict=font1)

plt.subplot(224)
plt.plot(Valor_Absoluto_E,’k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title(*(d) Transformada de Fourier Letra
E’,fontdict=font1)

plt.show()

4.7.3 Extraccion de patrones usando la
transformada discreta del coseno TDC.

Al igual que la transformada de Fourier, la
transformada discreta del coseno permite extraer

patrones en el dominio de la frecuencia. La
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Figura4.35(a) y la

Figura 4.35 (b) muestran la representacion grafica del
sonido vocalico de la letra Ay E respectivamente.
Nétese que para este ejemplo la TDC muestra una
diferencia significativa en el dominio frecuencial con
respecto al dominio del tiempo, representando un
patrén caracteristico para los sonidos vocalicos A 'y
E. El patrén puede evidenciarse visualmente entre
los puntos 3000 y 12000 (

Figura 4.35 (c) y

Figura 4.35 (d)), donde la diferencia radica en la
presencia de mayor componentes frecuenciales para

la vocal A, y un I6bulo caracteristico para la vocal E.

(a) Letra A (b) Letra E

Ampliug
Ampliud

3000 10006 13000 20000 25000 ] 3000 10000 20000 25020

15000
Tiempo Tempo

(d) Transformada Discreta de Coseno Letra E

Ampitud
Arpitud
|

Figura 4.35.
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Representacion grafica: (a) Sefial sonido vocalico letra A, (b)
Sefial sonido vocalico letra E, (¢) Transformada discreta del
coseno del sonido vocalico letra A, (d) Transformada discreta
del coseno sonido vocalico letra E.

A continuacion se muestra el codigo implementado
en Python:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.fftpack import dct,idct

#

font1 = {*family": ‘Arial’,
‘weight': 'bold’,
'size': 14,

}

font = {"family": ‘Arial’,
'weight': 'normal’,
'size': 12,

A = np.loadtxt(‘Letra_A.txt")
E = np.loadtxt('Letra_E.txt")
TDC_A =dct(A)
TDC_E =dct(E)

print (len(TDC_E))
plt.figure(1)

plt.subplots_adjust( hspace=0.62)

plt.subplot(221)
plt.plot(A,’k")
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plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title('(a) Letra A’,fontdict=font1)

plt.subplot(222)

plt.plot(E,’k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title('(b) Letra E’,fontdict=font1)

plt.subplot(223)

plt.plot(TDC_A,'k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)

plt.title(*(c) Transformada Discreta de Coseno
Letra A',fontdict=font1)

plt.subplot(224)

plt.plot(TDC_E,'k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)

plt.title((d) Transformada Discreta de Coseno
Letra E’,fontdict=font1)

plt.show()

4.7.4 Compresion de informacién

La TDC permite realizar compresion de informacion

en el dominio de la frecuencia, concentrando la
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mayor cantidad informacion en una pequefa zona,
logrando asi procesar y reconstruir sefales
utilizando el menor numero de puntos posibles. Para
este ejemplo se utiliza el sonido vocalico de la letra
Al

Figura 4.36 (a)), aplicando TDC se obtiene la misma
sefal pero en el dominio de la frecuencia (

Figura 4.36 (b)), notese como la mayor cantidad de
informacion esta representada entre los primero
10.000 puntos por tanto se realiza una extraccion de
la zona de interés (

Figura 4.36 (c)), aplicando la TDC inversa sobre la
zona de interés se puede llegar a la sefal original
pero representada con menos puntos (

Figura 4.36 (d)).
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Figura 4.36.

Representacion grafica: (a) Sefial sonido vocalico letra A, (b)
Transformada discreta del coseno letra A, (c) Zona de interés,
(d) Reconstruccion del sonido vocalico A, a partir de la zona
de interés.

A continuacion se muestra el codigo implementado
en Python:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.fftpack import dct,idct
#

font1 = {*family": ‘Arial’,
‘weight': 'bold’,
'size': 14,

font = {"family": ‘Arial’,

'weight': 'normal’,
'size': 12,
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}
Saludo = np.loadtxt('Saludo.txt’)
TDC_Saludo = dct(Saludo)

Zona_de_Interes=TDC_Saludo[0:10000]
Sefal_Comprimida=idct(Zona_de_Interes)

plt.figure(1)

plt.subplots_adjust( hspace=0.80,
bottom=0.08,top=0.95 )
plt.subplot(411)

plt.plot(Saludo,’k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title((a) Saludo’,fontdict=font1)

plt.subplot(412)
plt.plot(TDC_Saludo,’k")
plt.xlabel(‘Frecuencia’,fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title('(b) Transformada Discreta de
Coseno’,fontdict=font1)

plt.subplot(413)
plt.plot(Zona_de_Interes,’k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel(‘Frecuencia’,fontdict=font)
plt.title((c) Zona de Interes’,fontdict=font1)

plt.subplot(414)
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plt.plot(Sefal_Comprimida,'k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)

plt.title(*(d) Senal Comprimida’,fontdict=font1)
plt.show()

4.7.5 Analisis tiempo-frecuencia en 1D usando la
transformada Wavelet Estacionaria.

La transformada wavelet a diferencia de Ila
transformada discreta del coseno y la transformada
de Fourier, permite conocer en el dominio del tiempo
el instante en el que ocurre una frecuencia [15] como
se menciond en el capitulo 3. Para efectos de
aprendizaje se disefid una sefial senoidal
(muestreada a una frecuencia de 1000 Hz) que
contiene un rizo en cierto instante de tiempo como
muestra la

Figura 4.38 (a). La

Figura 4.37 representa el numero de niveles de

descomposicién de wavelet utilizados.
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SENAL
ORIGINAL
co“b'cE'ENTE COEFICENTE | Nivel 1
| APROXIMACION DE DETALLE
COEFICIENTE )
SDEFICIENTE COEFICIENTE DE COEFICENTE | Nivel 2
J5 . DE DETALLE
APROXIMACIGN DE DETALLE APROXIMACION

A2 A1-D2 D1-A2 D2

) Figura 4.37.
Arbol de descomposicion wavelet para dos niveles.

En el nivel dos del arbol de descomposicién de la
transformada wavelet, se puede decir que la sefal
de los coeficientes de aproximacion (A2) contiene las
frecuencias mas baja de la sefal tratada,(Senal
senoidal con rizado), es decir, en el rango de 0-250
HZ, por lo tanto también contiene la sefal filtrada (
Figura 4.38 (b)), ya que el rizado se representa como
una frecuencia alta inmersa en su gran mayoria en
los coeficientes de detalle D2 , rango750-1000 Hz (
Figura 4.38 (c)).
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Figura 4.38.

Representacion grafica: (a) Sefal senoidal con presencia de
rizo, (b) Coeficientes de aproximacion A1 (Nivel 2), (c)
Coeficientes de detalles D2 (Nivel 2).

A continuacion se muestra el codigo implementado
en Python:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import pywt

font1 = {"family": 'Arial’,
‘weight": 'bold’,
'size": 14,
}

font = {"family": ‘Arial’,
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'weight': 'normal’,
'size': 12,

}

Pi = np.pi

Tiempo = np.arange(0,0.5,(1/1000))
Frecuencia = 50

Sefal = np.sin(2*Pi*Frecuencia*Tiempo)
Sefal [165]=0.8

TW_Nivel_1 = pywt.swt(Sefal, ‘db1’, 1)
A1 =TW_Nivel_1 [0][0]

D1 =TW_Nivel_1 [0][1]

TW_Nivel 2 A1 = pywt.swt(A1, 'db1’,1)
A2~ =TW_Nivel_2 A1 [0][0]
D1_A1=TW Nivel 2 A1 [0][1]

TW_Nivel_2_D1 = pywt.swt(D1, ‘db1’, 1)
A1_D1=TW_Nivel_2_D1 [0][0]

D2 =TW_Nivel_2_ D1 [0][1]
plt.figure(1)

plt.subplots_adjust( hspace=0.65)
plt.subplot(311)

plt.plot(Senal,'k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title(*(a) Senal Original’,fontdict=font1)

plt.subplot(312)
plt.plot(A2,'k")
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plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)

plt.title(*(b) Transformada Wavelet Nivel 2
Coeficientes de Aproximacion A2’ ,fontdict=font1)

plt.subplot(313)

plt.plot(D2,'k")
plt.xlabel("Tiempo',fontdict=font)
plt.ylabel("Amplitud’,fontdict=font)
plt.title(*(c) Transformada Wavelet Nivel 2
Coeficientes de Detalle D2',fontdict=font1)
plt.show()

4.7.6 Compresion y extraccion de patrones
utilizando TDC en 2D.

Aligual que en 1D la TDC en 2D suele utilizarse para
realizar tareas de compresion de informacion [16] y
extraccion de patrones. Este ejemplo tiene como
finalidad encontrar un patron caracteristico para los
numeros del 1 al 5 (

Figura 4.39 (a)) utilizando el menor numero de puntos
posibles, en la

Figura 439 (b) se muestra la TDC en 2D
evidenciando que la mayor concentracion de

informacion se encuentra presente en la esquina
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superior izquierda de la misma, se realiz6é un proceso
de vectorizacion con el propdsito de visualizar de una
mejor manera las caracteristicas de las sefales
provenientes de las TDC en 2D, usando un recorte
de la zona inicial de la imagen, puesto que hay se
encuentra concentrada la mayor cantidad de
informacion, la vectorizacion del patron encontrado
se visualiza en la

Figura 4.40 (color rojo) en el que se puede apreciar

de una mejor manera.

(a) Nimeros del 1al 5

(b) TDC en 2D para los Ntiimeros del 1 al 5

()

Figura 4.39.
Representacion grafica: (a) Numeros del 1 al 5, (b)
Transformada TDC en 2D para los nimeros del 1 al 5
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(a) TDC en 2D Vectorizada para el Namero 1
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Figura 4.40.
Representacion Grafica: (a) Vector de la TDC en 2D para el
Numero 1, (b) Vector de la TDC en 2D para el Numero 2, (c)
Vector de la TDC en 2D para el Numero 3, (d) Vector de la
TDC en 2D para el Numero 4, (e) Vector de la TDC en 2D
para el Numero 5.

En este capitulo se mostraron algunas aplicaciones
y ejemplos basicos utilizando la transformada
discreta del coseno, la trasformada discreta de
Fourier, y la transformada wavelet estacionaria, en
futuras versiones se implementaran ejemplos mas

complejos con aplicaciones enfocadas a sistemas de
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clasificacion, segmentacion de imagenes vy filtrado

entre otras.

A continuacion se muestra el codigo implementado
en Python:

import numpy as np

import cv2

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.fftpack import dct,idct

def vectorizar(x):
(a,b)=np.shape(x)
v=]]
foriin range(a):
for j in range(b):
v.append(x[i][j])
return (v)
def desvec(y):
aux=0
m = ]
for i in range(50):
inicial = aux+1
final = aux+50
if aux == 0:
xx=y[0:final]
else:
xx = y[inicial:final]
m = np.array([xx])
aux=aux+50
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return (m)

font1 = {*family": ‘Arial’,
‘weight': 'bold’,
'size': 14,
}

font = {"family": ‘Arial’,

'weight': 'normal’,

'size': 12,

}
Uno =
cv2.imread(*1.png’,cv2.IMREAD_GRAYSCALE)
Dos =
cv2.imread('2.png’,cv2.IMREAD_GRAYSCALE)
Tres =
cv2.imread('3.png’,cv2.IMREAD_GRAYSCALE)
Cuatro =
cv2.imread('4.png’,cv2.IMREAD_GRAYSCALE)
Cinco =
cv2.imread('5.png’,cv2.IMREAD_GRAYSCALE)

TUno = dct(vectorizar(Uno))
TDos = dct(vectorizar(Dos))
TTres = dct(vectorizar(Tres))
TCuatro = dct(vectorizar(Cuatro))
TCinco = dct(vectorizar(Cinco))

aaa = vectorizar(Uno)
bbb =desvec(aaa)
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print (np.shape(bbb),bbb)
print (np.shape(Uno))
plt.figure(1)

plt.subplot(3,5,1)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(Uno),cv2.COLOR _
GRAY2RGB))

plt.subplot(3,5,2)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(Dos),cv2.COLOR _
GRAY2RGB))

plt.subplot(3,5,3)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(Tres),cv2.COLOR
_GRAY2RGB))

plt.subplot(3,5,4)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(Cuatro),cv2.COLO
R_GRAY2RGB))

plt.subplot(3,5,5)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(Cinco),cv2.COLO
R_GRAY2RGB))

plt.subplot(3,5,6)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(TUno),cv2.COLO
R_GRAY2RGB))

plt.subplot(3,5,7)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(TDos),cv2.COLOR
_GRAY2RGB))

plt.subplot(3,5,8)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(TTres),cv2.COLO
R_GRAY2RGB))

plt.subplot(3,5,9)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(TCuatro),cv2.COL
OR_GRAY2RGB))
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plt.subplot(3,5,10)
plt.imshow(cv2.cvtColor(np.uint8(TCinco),cv2.COL
OR_GRAY2RGB))
plt.subplot(3,5,11)
plt.plot(aaa)
plt.subplot(3,5,12)
plt.imshow(np.uint8(bbb))
plt.subplot(3,5,13)
plt.plot(aaa)
plt.subplot(3,5,14)
plt.plot(aaa)
plt.subplot(3,5,15)
plt.plot(aaa)

key = cv2.waitKey(0)

cv2.destroyAllWindows()
plt.show()
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