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Prefa
io

Del Análisis Armóni
o a la Ópti
a de Fourier, es el tipo de libro que el

experto o ini
iado en un tema de frontera del 
ono
imiento desearía tener

a la mano, por la manera 
omo está estru
turado; en este 
aso, sobre

un novedoso método de interpreta
ión de la propaga
ión de la radia
ión

ele
tromagnéti
a y sus apli
a
iones al tratamiento de señales. Efe
tivamente,

el libro está 
on
eptualmente muy bien diseñado, de forma tal que permite

al le
tor, experto o no, una ubi
a
ión rápida en la temáti
a tanto analíti
a y


on
eptual, sin perder de vista la esen
ia del rigor matemáti
o.

El libro es el resultado del Curso Avanzado de Ópti
a de Fourier,

impartido entre marzo y abril de 2007 por el profesor Pierre Pellat-Finet,

durante su estan
ia en la Universidad de Pamplona, en 
alidad de profesor

visitante invitado; a éste asistieron profesores, estudiantes de Maestría en

Físi
a, de grado en físi
a, matemáti
as y de ingenierías. El 
urso y los

resultados del mismo, dan 
uenta de la primera misión de 
oopera
ión en

el mar
o del 
onvenio Universidad de Bretaña del Sur�Universidad de

Pamplona, �rmado en enero de 2007; en él, las dos institu
iones de
iden


olaborar 
on el �n de profundizar y ampliar sus rela
iones 
ientí�
as y

pedagógi
as, y de profundizar en su 
oopera
ión para 
ontribuir al desarrollo

de la investiga
ión y la enseñanza superior.

El 
onvenio surge de la ini
iativa del Grupo Ópti
a Moderna, prosélitos

de la es
uela Ópti
a Metaxial, quienes de
idimos en agosto de 2005, 
ono-


er en detalle esta forma de estudiar la propaga
ión de la radia
ión ele
tro-

magnéti
a, los se
retos de su manipula
ión formal, así 
omo también, 
ono
er

de primera mano las posibilidades reales de apli
a
ión, y parti
ularmente de-

terminar y orientar 
onvenientemente nuestras expe
tativas de investiga
ión

bási
a y apli
ada en té
ni
as ópti
as de 
ifrado, re
ono
imiento de patrones y

metrología ópti
a, prin
ipalmente. Enton
es, no podría ser mejor la oportu-

nidad para este propósito que a través del vín
ulo 
on el profesor Pellat-Finet,

dis
ípulo 
er
ano al inventor del método, el profesor Georges Bonnet.

En agosto de 2005 logramos el primer a
er
amiento de 
olabora
ión del

profesor Pellat-Finet 
on el Grupo, profesor a quién profeso parti
ular apre
io

por su devota generosidad 
uando se trata de atender el llamado de los

interesados en es
u
har sus ideas; in�ero enton
es, que debió ser el impulso

por el 
ual a
eptó la primera invita
ión, informal, que le hi
iéramos en aquel
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enton
es, y que sin ningún tipo de exigen
ias, arribó a nuestra Universidad,

para no en vano dejar una motiva
ión que perdura, en quienes asistimos

al primer 
urso 
orto que promo
ionamos 
on el título Prin
ipios de la

Ópti
a Metaxial. Desde enton
es, se o�
ializa la inten
ión de 
oopera
ión

a
adémi
o-
ientí�
a, la 
ual se 
ristalizó 
on la �rma del 
onvenio mar
o

interinstitu
ional.

Finalmente, en nombre de la Universidad de Pamplona y del Grupo

Ópti
a Moderna, agradez
o al profesor Pellat-Finet, primero por a
eptar


onvertirse en uno de nuestros más ilustres visitantes, segundo por


ompartirnos su saber para enrique
er el nuestro, y ter
ero por invitarme

a que es
ribiera la reseña sobre este resultado de 
oopera
ión a
adémi
o-


ientí�
o.

Pamplona, Colombia, Jorge Enrique Rueda Parada

Enero de 2020 Dir. Grupo Ópti
a Moderna

Universidad de Pamplona



Contenido

Símbolos y nota
iones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V

Introdu

ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1. Transforma
ión de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1 Series de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 De�ni
ión de la transforma
ión de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Propiedades de la transforma
ión de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.5 Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2. Convolu
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1 Un ejemplo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 De�ni
ión y propiedades del produ
to de 
onvolu
ión . . . . . . . 19

2.3 Convolu
ión y tranforma
ión de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4 Ejemplo de apli
a
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.5 Filtros lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3. Distribu
iones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.1 Distribu
ión de Dira
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2 Transformada de Fourier de las fun
iones senoidales . . . . . . . . . 27

3.3 Distribu
ión de Dira
 y produ
to de 
onvolu
ión . . . . . . . . . . . 29

3.4 Nota
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.5 Deriva
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.6 Peinilla de Dira
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.7 Teorema de interpola
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4. Fre
uen
ia espa
ial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.1 No
ión de fre
uen
ia espa
ial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2 Re
onstru

ión de imágenes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5. Espe
tro angular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.1 Propaga
ión de la luz: teoría es
alar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.2 La aso
ia
ión entre fre
uen
ia espa
ial y onda plana . . . . . . . . 44

5.3 Fre
uen
ia angular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45



IV Contenido

5.4 Espe
tro angular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.5 Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.6 Propaga
ión del espe
tro angular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6. Elementos de ópti
a de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.1 Transforma
ión de Fourier �ópti
a� (teoría metaxial) . . . . . . . 53

6.2 Forma
ión de las imágenes 
on luz 
oherente . . . . . . . . . . . . . . . 58

6.3 Filtrado de las fre
uen
ias espa
iales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

7. Espe
tro angular esféri
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

7.1 No
ión de espe
tro angular esféri
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

7.2 Apli
a
ión al estudio de la forma
ión de las imágenes . . . . . . . 72

7.3 Propaga
ión del espe
tro angular esféri
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

8. Ondas poli
romáti
as . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

8.1 Método de estudio general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

8.2 Efe
to temporal de la difra

ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

8.3 Red de difra

ión. Análisis espe
tral de la luz . . . . . . . . . . . . . . 80

8.4 Espe
tros
opia por transforma
ión de Fourier . . . . . . . . . . . . . . 82

8.5 Espe
tros a
analados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

9. Con
lusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

Anexos. Transformadas de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

Bibliografía . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Índi
e de materias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99



Símbolos y nota
iones

Símbolos

Z Anillo de los números enteros

R Cuerpo (o 
ampo) de los números reales

C Cuerpo de los números 
omplejos

R2
Espa
io de los pares de números reales

[a, b] Conjunto de los números reales tales que a ≤ x ≤ b
]a, b[ Conjunto de los números reales tales que a < x < b
x ∈ A x es un elemento de A
z Número 
omplejo 
onjugado de z
ℜ{z} Parte real de z
d Diferen
ial

i Número imaginario tal que i2 = −1
e Base de logaritmo neperiano (e = 2, 718 281 828 · · ·)
δ Distribu
ión de Dira


⊔⊔ Peinilla de Dira


rectℓ Fun
ión re
tángulo de an
ho ℓ
Λℓ Fun
ión triángulo de base 2ℓ (su altura es ℓ)

f̂ Transformada de Fourier de f

f ⇋ f̂ f y f̂ forman un par de Fourier

f ∗ g Produ
to de 
onvolu
ión de f y g
c Velo
idad de la luz (en el va
ío): c = 299 792 458m/s

λ Longitud de onda

ν Fre
uen
ia (temporal)

F Fre
uen
ia espa
ial

Φ Fre
uen
ia angular

A Emisor o re
eptor (
asquete esféri
o)

F Esfera de Fourier (de un 
asquete esféri
o)

RA Radio de 
urvatura de A
UA Amplitud del 
ampo sobre A (onda mono
romáti
a)

IA Ilumina
ión o intensidad vibratoria sobre A
EA Amplitud del 
ampo elé
tri
o sobre A (onda poli
romáti
a)

eA Componente espe
tral del 
ampo sobre A



VI Símbolos y nota
iones

Nota
iones

Los ve
tores se representan por letras gruesas, por ejemplo r. El produ
to

es
alar eu
lidiano de r y s se denota r·s.

En dimensión 2, 
on 
oordenadas ortogonales x e y, se es
ribe r = (x, y) y
el módulo de este ve
tor es r = ||r|| = (x2+y2)1/2. El elemento de super�
ie

en el punto r se denota dr (dr = dxdy).
Una fre
uen
ia espa
ial es un ve
tor bidimensional y por tanto se es
ribe

F = (Fx, Fy) 
uyo módulo es F = ||F || = (Fx
2 + Fy

2)1/2. Se tiene también

dF = dFx dFy .

Se es
ribe

∫

R

ó

∫ +∞

−∞

para integrales simples. La es
ritura

∫

R2

f(r) dr

denota una integral doble, 
omo lo indi
an a la vez R2
y el elemento diferen
ial

dr.
Si la fun
ión h es el produ
to de 
onvolu
ión de las fun
iones f y g, se

es
ribe h = f ∗ g, ó h(t) = f ∗ g(t). Para evitar ambigüedades se es
ribe

a ve
es h(t) = [f ∗ g](t), ó h(t) = [f(t′) ∗ g(t′)](t), la variable t′ siendo una

variable muda.

Símbolos grá�
os

��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��

Lente delgada 
onvergente

Espejo

V C

Vidrío

A

Casquete esféri
o A de vérti
e V y 
entro C



Introdu

ión

La ópti
a de Fourier debe su nombre al uso que se ha
e de la transforma
ión

de Fourier para representar toda una 
lase de fenómenos ópti
os. Su

desarrollo matemáti
o supone un buen 
ono
imiento de esa transforma
ión,

así 
omo de sus prin
ipales propiedades y su rela
ión 
on el produ
to de


onvolu
ión. La teoría de las distribu
iones es el mar
o matemáti
o natural

del análisis armóni
o (o de Fourier). En la prá
ti
a, se ne
esita 
ono
er la

distribu
ión de Dira
, la peinilla de Dira
, y saber manejarlas en los 
ál
ulos.

El objetivo de este texto es dar una introdu

ión a la transforma
ión

de Fourier, la 
onvolu
ión y la distribu
ión de Dira
, en los términos más

elementales y 
on
retos posibles 
omo antesala al estudio de la ópti
a de

Fourier. No se bus
ó el rigor matemáti
o y mu
hos puntos de interés

ne
esitarían 
omplementos importantes para justi�
arse. Se intentó dar, en

forma intuitiva e ilustrativa, el 
ono
imiento mínimo que se ne
esita para

seguir las ideas que fundamentan la ópti
a de Fourier.

A título de ilustra
ión del análisis armóni
o se dan unos elementos bási
os

de la ópti
a de Fourier. Desarrollos más 
ompletos se en
uentran en el libro

Le

iones de ópti
a de Fourier [4℄. Se in
luyen también (
apítulo 7) unos

resultados re
ientes, 
on el �n de mostrar a la ópti
a de Fourier 
omo una

rama de investiga
ión a
tiva.

Se 
itan al �nal, en una breve bibliografía 
on 
omentarios, libros donde

el le
tor interesado en
ontrará expli
a
iones 
ompletas sobre las teorías

men
ionadas.

El presente texto fue reda
tado 
omo introdu

ión a un 
urso de ópti
a de

Fourier, di
tado en la Universidad de Pamplona (Colombia) del 29 de marzo

al 17 de abril de 2007. Se agrade
e la invita
ión por parte de esta universidad

y la ayuda del profesor Jorge Rueda�vi
erre
tor de investiga
iones y dire
tor

del Grupo Ópti
a Moderna�en la organiza
ión del 
urso y la publi
a
ión de

este libro. Gra
ias al profesor Ariel Be
erra por su 
orre

ión de estilo y

ayuda en el diseño de la 
aratula.





1. Transforma
ión de Fourier

1.1 Series de Fourier

Sea una fun
ión real f , de una variable real t, periódi
a de periodo

fundamental T (T 6= 0). Se muestra que f(t) se es
ribe

f(t) = a0 +

n=+∞∑

n=1

(
an cos

2πnt

T
+ bn sen

2πnt

T

)
, (1.1)

donde n es un número entero.

La serie que apare
e en la rela
ión (1.1) se llama la serie de Fourier de

la fun
ión f . Los números an y bn son los 
oe�
ientes de Fourier de f , los

uales se 
al
ulan de la manera siguiente

a0 =
1

T

∫ T

0

f(t) dt =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t) dt , (1.2)

y para n 6= 0,

an =
2

T

∫ T

0

f(t) cos
2πnt

T
dt =

2

T

∫ T/2

−T/2

f(t) cos
2πnt

T
dt , (1.3)

bn =
2

T

∫ T

0

f(t) sen
2πnt

T
dt =

2

T

∫ T/2

−T/2

f(t) sen
2πnt

T
dt . (1.4)

Mu
has ve
es se utilizan en físi
a las fun
iones exponen
iales de argu-

mento imaginario en lugar de las fun
iones 
oseno y seno, de tal manera que

existe otra de�ni
ión de la serie de Fourier de una fun
ión que es la siguiente

f(t) =

n=+∞∑

n=−∞

cn exp
2iπnt

T
. (1.5)

La rela
ión (1.5) se apli
a a fun
iones de valores 
omplejos. El 
oe�
iente de

Fourier cn se obtiene de la siguiente fórmula

cn =
1

T

∫ T

0

f(t) exp

[
−2iπnt

T

]
dt , (1.6)
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y puede ser, en general, un número 
omplejo. Está bien 
laro que existe, para

una misma fun
ión, una rela
ión entre sus 
oe�
ientes cn por un lado, y sus


oe�
ientes an y bn por el otro.

La rela
ión (1.6) se es
ribe también en la forma

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t) exp

[
−2iπnt

T

]
dt , (1.7)

que será más útil para generalizar.

La fun
ión f puede ser 
ontinua, pero las series de Fourier existen también

para fun
iones que tienen dis
ontinuidades en puntos aislados (un número

in�nito 
ontable de puntos)

1

.

La rela
ión (1.1) muestra que 
ualquier fun
ión periódi
a se puede


on
ebir 
omo la suma (in�nita) de fun
iones senoidales.

El 
oe�
iente a0 representa la parte 
onstante de la fun
ión f , y se observa
que la fun
ión h1, tal que

h1(t) = a1 cos
2πt

T
+ b1 sen

2πt

T
, (1.8)

tiene T 
omo periodo.

La fun
ión hn, tal que

hn(t) = an cos
2πnt

T
+ bn sen

2πnt

T
, (1.9)

se llama el armóni
o de orden n de la fun
ión f ; su periodo fundamental es

T/n. La fun
ión h1 es el armóni
o fundamental.

El mismo vo
abulario se emplea para las fun
iones exp[2iπnt/T ]. La razón
de esa denomina
ión viene del 
aso 
uando t representa el tiempo (se mide

en segundos); luego n/T es homogéneo a una fre
uen
ia (se mide en Hz).

En resumen, una fun
ión periódi
a f es la suma ponderada de

fun
iones armóni
as 
uyas fre
uen
ias son múltiplos enteros de la fre
uen
ia

fundamental que es el inverso del periodo T de f . Los 
oe�
ientes de la

pondera
ión son los 
oe�
ientes de Fourier.

La rela
ión (1.1) es muy útil para tener una representa
ión intuitiva de

las fun
iones armóni
as. Por ejemplo en ele
tri
idad se pueden observar esas

fun
iones sobre la pantalla de un os
ilos
opio. La rela
ión (1.5) será más útil

para desarrollos teóri
os.

1
La rela
ión (1.5) no se puede apli
ar en un punto de dis
ontinuad. Si f es una

fun
ión de varia
ión �nita, se muestra

n=+∞∑

n=−∞

cn exp
2iπnt0

T
=

1

2

[
f(t−0 ) + f(t+0 )

]
,

donde f(t−0 ) es el límite a la izquierda de la fun
ión f en t0 (o límite por valores

inferiores a t0), y f(t+0 ) su límite a la dere
ha. Si f es 
ontinua en t0, se tiene

f(t−0 ) = f(t+0 ) = f(t0), y la fórmula anterior lleva a la rela
ión (1.5).



1.2 Ejemplos 5

Apli
a
ión al sonido y la músi
a. Una �auta, 
omo un violín o un piano,

son 
apa
es de produ
ir una misma nota, por ejemplo la nota la de un

diapasón. Sin embargo, uno es 
apaz de distinguir el instrumento. ¾Cuál será

la razón? La nota la, 
omo 
ualquier nota, se aso
ia 
on una fre
uen
ia (440

Hz para la nota la de un diapasón) la 
ual es la fre
uen
ia fundamental de las

ondas emitidas por todos los instrumentos que la produ
en. La diferen
ia de

un instrumento al otro viene de los armóni
os: 
ada instrumento produ
e

también armóni
os que son 
ara
terísti
os, y son ellos los que permiten

re
ono
er el instrumento.

1.2 Ejemplos

Ejemplo 1. Se 
onsidera la fun
ión f (�g. 1.1), de periodo fundamental T ,
de�nida sobre el intervalo

2 ]− T/2, T/2] por

f(t) = −1 , si − T

2
< t < 0 , (1.10)

f(0) = f(T/2) = 0 , (1.11)

f(t) = 1 , si 0 < t <
T

2
. (1.12)

La fun
ión f es impar, de tal modo que an = 0 para 
ualquier n. Se 
al
ula

bn =
2

T

∫ T/2

−T/2

f(t) sen
2πnt

T
dt

=
4

T

∫ T/2

0

sen
2πnt

T
dt

=
2

nπ

[
− cos

2πnt

T

]T/2

0

=
2

nπ
(1− cosnπ) . (1.13)

Se 
on
luye, para n ≥ 0,

b2n = 0 , (1.14)

b2n+1 =
4

(2n+ 1)π
. (1.15)

2
Los intervalos se denotan de la manera siguiente:

x ∈ [a, b] si a ≤ x ≤ b;
x ∈ ]a, b[ si a < x < b;
x ∈ ]a, b] si a < x ≤ b;
x ∈ [a, b[ si a ≤ x < b.
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t

−1

f(t)

1

0 T

−T

Figura 1.1. Fun
ión 
uadrada periódi
a.

Se limita la grá�
a al intervalo [−T, T ].

Finalmente se es
ribe

f(t) =
4

π

n=+∞∑

n=0

1

2n+ 1
sen

2(2n+ 1)πt

T
(1.16)

=
4

π

(
sen

2πt

T
+

1

3
sen

6πt

T
+

1

5
sen

10πt

T
+

1

7
sen

14πt

T
+ . . .

)
.

La �gura 1.1 muestra la grá�
a de la fun
ión f entre −T y T . La �gura

1.2 muestra el armóni
o fundamental (arriba a la izquierda) y varias sumas

par
iales. La fun
ión de la parte dere
ha baja (�g. 1.2) es

s(t) =
4

π

n=9∑

n=0

1

2n+ 1
sen

2(2n+ 1)πt

T
. (1.17)

t

t

t

t

−T

−T −T

−T

T

T

T

T

Figura 1.2. Re
onstru

ión de la fun
ión 
uadrada periódi
a de la �gura 1.1 
on

elementos de su serie de Fourier (se limitan las grá�
as al intervalo [−T, T ]). Arri-
ba a la izquierda: armóni
o fundamental. Arriba a la dere
ha: suma de los dos

primeros términos. Abajo a la izquierda: suma de los tres primeros términos. Abajo

a la dere
ha: suma de los 9 primeros términos.

La �gura 1.3 muestra la suma de los 24 primeros términos.
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Figura 1.3. Suma de los 24 primeros términos.

Efe
to de una banda pasante limitada. La aproxima
ión a la fun
ión

f es mejor 
uando se suman más armóni
os. En general los sistemas reales

(físi
os) no dejan pasar los armóni
os más alla de una fre
uen
ia de 
orte, es

de
ir, no pueden reprodu
ir o transmitir sino un número limitado de armó-

ni
os, y por lo tanto, solamente una aproxima
ión de la señal que re
iben.

Es el 
aso del oido humano que no per
ibe fre
uen
ias mayores de 20 kHz

(válido para un bebé; esa fre
uen
ia disminuye 
on la edad hasta por debajo

de 10 kHz). En telefonía no se transmiten fre
uen
ias vo
ales mayores de 6

kHz y eso expli
a el porqué nuestra voz se oye distinta por teléfono.

Ejemplo 2. Se 
onsidera la fun
ión g de�nida por

g(t) =
1

2

(
1 + f(t)

)
, (1.18)

donde f es la fun
ión del ejemplo 1. Sean a′n y b′n los 
oe�
ientes de Fourier

de la fun
ión g. Se tiene

a′0 =
1

T

∫ T/2

−T/2

g(t) dt =
1

2T

∫ T/2

−T/2

dt+
1

2T

∫ T/2

−T/2

f(t) dt =
1

2
. (1.19)

Para n 6= 0 se tiene

a′n =
1

T

∫ T/2

−T/2

cos
2πnt

T
dt+

1

T

∫ T/2

−T/2

f(t) cos
2πnt

T
dt = 0 , (1.20)

b′n =
1

T

∫ T/2

−T/2

sen
2πnt

T
dt+

1

T

∫ T/2

−T/2

f(t) sen
2πnt

T
dt =

bn
2

. (1.21)

La fun
ión g se es
ribe

g(t) =
1

2
+

2

π

n=+∞∑

n=0

1

2n+ 1
sen

2(2n+ 1)πt

T
(1.22)

=
1

2
+

2

π

(
sen

2πt

T
+

1

3
sen

6πt

T
+

1

5
sen

10πt

T
+

1

7
sen

14πt

T
+ . . .

)
.

(La rela
ión (1.22) se podría dedu
ir dire
tamente de las rela
iones (1.16) y

(1.18), pero es interesante obtenerla de nuevo por el 
ál
ulo integral de los


oe�
ientes de Fourier.)
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La fun
ión g se dedu
e multipli
ando f por 1/2 y sumandole 1/2. La

última opera
ión 
onsiste en añadir una parte 
onstante a la fun
ión. Se


on
luye enton
es que:

- si se multipli
a una fun
ión por algún fa
tor, los 
oe�
ientes de Fourier son

multipli
ados por el mismo fa
tor;

- si se suma a la fun
ión una 
onstante, el 
oe�
iente a0 se aumenta en esa


onstante y los otros 
oe�
ientes quedan sin modi�
a
iones.

Ejemplo 3. Se 
onsidera la fun
ión h de�nida por

h(t) = g

(
t− T

4

)
, (1.23)

donde g es la fun
ión del ejemplo 2.

La fun
ión h es par. Se utiliza

sen

[
2(2n+ 1)π

T

(
t− T

4

)]
= (−1)n cos

2(2n+ 1)πt

T
, (1.24)

y la rela
ión (1.22) para es
ribir

h(t) =
1

2
+

2

π

n=+∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
cos

2(2n+ 1)πt

T
(1.25)

=
1

2
+

2

π

(
cos

2πt

T
− 1

3
cos

6πt

T
+

1

5
cos

10πt

T
− 1

7
cos

14πt

T
+ . . .

)
.

1.3 De�ni
ión de la transforma
ión de Fourier

Las series de Fourier se apli
an a las fun
iones periódi
as. Una fun
ión


ualqueria se puede imaginar 
omo una fun
ión periódi
a de periodo in�nito.

¾Qué se puede de
ir de las series de Fourier si T tiende a in�nito?

Se nota primero que la diferen
ia entre dos fre
uen
ias ve
inas n/T y

(n+1)/T tiende a 0 
uando T tiende a in�nito. Eso nos lleva a introdu
ir la

fre
uen
ia 
omo una variable 
ontinua (variable real). La denotamos ν.
Puesto que se remplaza una variable dis
reta (n/T ) por una 
ontinua (ν)

el paso siguiente 
onsiste en remplazar las sumas dis
retas por integrales.

Remplazamos la rela
ión (1.5) por

f(t) =

∫ +∞

−∞

cν e
2iπνt dt , (1.26)

y la rela
ión (1.7) por

cν =

∫ +∞

−∞

f(t) e−2iπνt dt . (1.27)
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Las rela
iones (1.27) y (1.26) de�nen la transforma
ión de Fourier y la

transforma
ión de Fourier inversa. Solamente vamos a ha
er un 
ambio de

nota
ión, pues se va a 
onsiderar a cν 
omo una fun
ión de ν y se denotará


omo tal.

Sea f una fun
ión 
ompleja de la variable real t, integrable. Se llama

transformada de Fourier de f a la fun
ión f̂ de�nida por

f̂(ν) =

∫ +∞

−∞

f(t) e−2iπνt dt . (1.28)

La rela
ión (1.28) no es más que otra es
ritura de la rela
ión (1.27).

La rela
ión (1.26) se es
ribe enton
es

f(t) =

∫ +∞

−∞

f̂(ν) e2iπνt dν , (1.29)

y de�ne la transforma
ión de Fourier inversa (se supone que f̂ es integrable).

Se di
e que f y f̂ forman un par de Fourier y se es
ribe

f ⇋ f̂ . (1.30)

En lo anterior llamamos t el tiempo y ν la fre
uen
ia. Sin embargo en

general y matemáti
amente t y ν son solamente dos variables reales. Es

solamente en físi
a que interpretamos la una 
omo tiempo y la otra 
omo

fre
uen
ia. Pero t podría ser una longitud y en ese 
aso se pre�ere es
ribirla


omo x y la fre
uen
ia ν, siendo fre
uen
ia espa
ial, la es
ribiremos 
omo Fx.

Hay po
a diferen
ia entre la transforma
ión de Fourier de�nida por

la rela
ión (1.28), que se llama transforma
ión de Fourier dire
ta, y la

transforma
ión de Fourier inversa, rela
ión (1.29): solamente las diferen
ia

un signo dentro de la fun
ión exponen
ial. Bási
amente, la transforma
ión

dire
ta y la transforma
ión inversa son una misma transforma
ión. Elegir a

la una 
omo dire
ta y a la otra 
omo inversa es 
uestión de 
onven
ión. Pero

una vez que se ha adoptado una 
onven
ión, no se debe 
ambiar.

Nota 1.3.1 Hasta ahora se 
onsideraron fun
iones de una sola variable real,

y por lo tanto la transforma
ión de Fourier anterior es unidimensional. En

ópti
a se utilizan muy a menudo transforma
iones bidimensionales. Se de�ne

la transforma
ión de Fourier en dimensión d. Si X = (x1, x2, . . . , xd) e

Y = (y1, y2, . . . , yd) son ve
tores de Rd
, se denota 〈X,Y 〉 el produ
to es
alar

de X e Y , y se de�ne la transforma
ión de Fourier de la fun
ión f (f es una

fun
ión 
ompleja de�nida sobre Rd
) por

f̂(Y ) =

∫

Rd

f(X) e−2iπ〈X,Y 〉 dX , (1.31)

donde dX = dx1 · · · dxd. El produ
to es
alar puede ser un produ
to es
alar

eu
lidiano, es de
ir,
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〈X,Y 〉 = x1y1 + · · ·+ xdyd , (1.32)

pero puede ser también de tipo seudo-eu
lidiano, en la forma

〈X,Y 〉 = x1y1 − x2y2 − · · · − xdyd . (1.33)

1.4 Propiedades de la transforma
ión de Fourier

Resumimos unas propiedades en la tabla siguiente. En general, ellas se

pueden demostrar a partir de las rela
iones (1.28) y (1.29).

Tabla 1.1. Propiedades de la transforma
ión de Fourier

Fun
ión Transformada de Fourier

f(t) f̂(ν)

f(t− t0) e−2iπνt0 f̂(ν)

e2iπν0tf(t) f̂(ν − ν0)

f

(
t

a

)
|a|f̂(aν)

f ′(t) 2iπνf̂(ν)

−2iπtf(t) f̂
′

(ν)

Otras propiedades.

1. Dada una fun
ión f , se denota 
omo f̃ la fun
ión f simetrizada, de�nida

por

f̃(t) = f(−t) . (1.34)

Luego se muestra

̂̂
f = f̃ . (1.35)

2. Se muestra

˜̂
f = f̂ , (1.36)

es de
ir

f̂(−ν) = f̂(ν) , (1.37)

donde f es la fun
ión 
ompleja 
onjugada de la fun
ión f .



1.4 Propiedades de la transforma
ión de Fourier 11

3. Si f es una fun
ión real se tiene

f̂(−ν) =

∫ +∞

−∞

f(t) e2iπνt dt =

∫ +∞

−∞

f(t) e−2iπνt dt = f̂(ν) . (1.38)

La rela
ión (1.38) es un 
aso parti
ular de la rela
ión (1.37) y signi�
a

que la transformada de Fourier de una fun
ión real tiene la simetría

hermitiana.

4. Si f es una fun
ión par se tiene

f̂(ν) =

∫ +∞

−∞

f(t) e−2iπνt dt

=

∫ +∞

−∞

f(t) cos 2πνt dt− i

∫ +∞

−∞

f(t) sin 2πνt dt

=

∫ +∞

−∞

f(t) cos 2πνt dt

= 2

∫ +∞

0

f(t) cos 2πνt dt . (1.39)

Si además la fun
ión f es real, se dedu
e de la rela
ión (1.39) que la

fun
ión f̂ es real. En este 
aso, la rela
ión (1.38) muestra que f̂ es par

también. En 
on
lusión, la transformada de Fourier de una fun
ión real

y par es una fun
ión real y par.

Nota 1.4.1 Se de�ne la transformada en 
oseno de la fun
ión f por la

rela
ión

f̂ c(ν) = 2

∫ +∞

0

f(t) cos 2πνt dt . (1.40)

La rela
ión (1.39) muestra que si f es una fun
ión par, su transformada en


oseno es igual a su transformada de Fourier.

Si f es real y par, la inversión de la rela
ión (1.40) lleva a

f(t) = 2

∫ +∞

0

f̂ c(ν) cos 2πνt dν . (1.41)

Rela
ión de Parseval-Plan
herel. Sean f̂ y ĝ las transformadas de

Fourier de las fun
iones f y g. Se muestra (rela
ión de Parseval-Plan
herel)

∫ +∞

−∞

f(t) g(t) dt =

∫ +∞

−∞

f̂(ν) ĝ(ν) dν , (1.42)

donde la barra indi
a la 
onjuga
ión 
ompleja.

Como 
aso parti
ular, se en
uentra la rela
ión de Parseval en la forma
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∫ +∞

−∞

|f(t)|2 dt =
∫ +∞

−∞

|f̂(ν)|2 dν . (1.43)

En físi
a o en teoría de señales, la rela
ión de Parseval tiene una

interpreta
ión rela
ionada 
on la energía (o poten
ia) de una señal. La

energía de una señal 
uya representa
ión temporal es la fun
ión f , es

pre
isamente

E =

∫ +∞

−∞

|f(t)|2 dt . (1.44)

La rela
ión de Parseval signi�
a que la energía de la señal es la misma si se


al
ula a partir de la representa
ión fre
uen
ial de la señal, es de
ir a partir

de f̂ . (Es una ne
esidad físi
a: la energía es una no
ión intrínse
a, que no

depende del modo de representa
ión de la señal.)

1.5 Ejemplos

Fun
ión re
tángulo. Se de�ne la fun
ión rectL (re
tángulo de an
ho L)
por

rectL(t) = 1 , si |t| ≤ L/2 , (1.45)

rectL(t) = 0 , si |t| > L/2 , (1.46)

y se 
al
ula su transformada de Fourier. Se denota f = rectL de tal manera

que

f̂(ν) =

∫ +∞

−∞

rectL(t) e
−2iπνt dt =

∫ L/2

−L/2

e−2iπνt dt

=
−1

2iπν

[
e−2iπνt

]L/2

−L/2

=
1

2iπν

(
eiπνL − e−iπνL

)

= L
senπLν

πLν
. (1.47)

t

rectL(t)

⇋

L
sen πLν

πLν

ν

1

0

L/2−L/2

L

1/L

0

Figura 1.4. La fun
ión re
tángulo y su transformada de Fourier.
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(Hay una simpli�
a
ión por L en la rela
ión (1.47), pero no la ha
emos para

ha
er apare
er una fun
ión de la forma senx/x.)
Se es
ribe

rectL(t) ⇋ L
senπLν

πLν
. (1.48)

La similitud entre la transforma
ión de Fourier dire
ta y la inversa (y el

he
ho que rectL es una fun
ión par) permite es
ribir

L
senπLt

πLt
⇋ rectL(ν) . (1.49)

Fun
ión de Gauss. El par de Fourier siguiente es un 
lási
o importante:

e−πt2
⇋ e−πν2

. (1.50)

La fun
ión de Gauss es su propia transformada de Fourier (�g. 1.5). Se tiene

también

1√
2πσ

exp

[−t2

2σ2

]
⇋ exp[−2π2σ2ν2] . (1.51)

⇋

t ν

0 0

e−πt2 e−πν2

Figura 1.5. La fun
ión de Gauss es su propia transformada de Fourier.





2. Convolu
ión

2.1 Un ejemplo

Empezamos 
on un ejemplo que debe ayudar a entender 
ómo se interpreta el

produ
to de 
onvolu
ión en físi
a. Se 
onsidera un objetivo (para simpli�
ar,

asimilado a una lente delgada) que forma la imagen de un objeto (aquí una

�e
ha, véase la �g. 2.1). Según las leyes de la ópti
a geométri
a paraxial, la

imagen obtenida es una 
opia del objeto. Sólo existe un aumento entre los

dos: la imagen puede ser más grande que el objeto (es el 
aso en mi
ros
opía)

o más pequeña (por ejemplo en fotografía 
omún). La imagen se dedu
e

del objeto en una homote
ía 
uyo fa
tor es igual al aumento (transversal).

Cuando el aumento es negativo, la imagen queda invertida 
on respe
to al

objeto (�g. 2.1).

Figura 2.1. Forma
ión de una imagen

por un objetivo, según la ópti
a geo-

métri
a paraxial. La imagen es una 
opia

homotéti
a del objeto; el aumento es el

fa
tor de homote
ía.

Se formaliza lo anterior de la manera siguiente. Se eligen 
oordenadas x,
y en el plano del objeto, y x′

y y′ en el plano de la imagen. Si U(x, y) es la
amplitud de la vibra
ión luminosa en el punto (x, y) del objeto, la amplitud

luminosa de la imagen es

UG(x
′, y′) = U

(
x′

a
,
y′

a

)
, (2.1)
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Figura 2.2. En realidad, la imagen de un

punto a través de un objetivo no es un

punto, sino que la imagen está más bien

una man
hita. Esta man
hita se debe a

la difra

ión (se supone el objetivo bien


orregido de las aberra
iones).

donde a es el aumento transversal que 
orresponde a la posi
ión del objeto.

Se di
e que UG es la amplitud geométri
a de la imagen. En la rela
ión (2.1)

no se es
ribe el término exp 2iπνt (ν es la fre
uen
ia de la luz); ese término

apare
ería en ambos lados de la rela
ión y por lo tanto se simpli�
a.

En la rela
ión (2.1) se despre
ió también un 
oe�
iente multipli
ativo que

tradu
e la transmisión par
ial del objetivo, y otro fa
tor rela
ionado 
on el

aumento; eso no afe
ta el resultado que se quiere mostrar aquí.

A ve
es, es más 
onveniente utilizar nota
iones ve
toriales: r = (x, y) y
r′ = (x′, y′), de tal manera que la rela
ión (2.1) se es
ribe

UG(r
′) = U

(r′

a

)
. (2.2)

En realidad, la imagen de un punto no es un punto sino una man
hita,


omo lo muestra esquemáti
amente la �gura 2.2. Dos fenómenos expli
an

eso: (a) las aberra
iones geométri
as del objetivo; (b) la difra

ión (por la

abertura limitada del objetivo). En un buen objetivo, bien 
on
ebido y bien


onstruido, las aberra
iones son 
orregidas y se pueden despre
iar. Queda el

efe
to de la difra

ión y éste 
onstituye pre
isamente un tema de apli
a
ión

de la ópti
a de Fourier (véase el párrafo 6.2, en parti
ular el efe
to de la

pupila, p. 59).

¾Cuál es la 
onse
uen
ia de la presen
ia de la man
hita sobre el aspe
to

de la imagen? Se 
onsidera de nuevo la �e
ha objeto de la �gura 2.1. Cada

punto luminoso que 
onstituye esa �e
ha tiene 
omo imagen una man
hita


omo la que apare
e en la �gura 2.2. El resultado está ilustrado en la �gura

2.3.

¾Cómo formalizar ahora la forma
ión de la imagen, 
uando se toma

en 
uenta lo anterior, es de
ir, la presen
ia de la man
hita de difra

ión?

Denótese por m a la fun
ión que des
ribe la amplitud luminosa de la

man
hita. Para empezar, se 
onsideran solamente dos puntos A y B del

objeto de 
oordenadas respe
tivas rA = (xA, yA) y rB = (xB , yB). La imagen

geométri
a del punto A es el punto A′
de 
oordenadas r′

A = (x′
A, y

′
A) y la

imagen geométri
a de B es B′

on r′B = (x′

B , y
′
B). Por de�ni
ión del aumento

transversal a, se tiene

r′A = arA , (2.3)
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Figura 2.3. Aspe
to de la imagen físi
a


uando se toma en 
uenta la man
hita de

difra

ión de la �g. 2.2.

r′B = arB . (2.4)

Pero la imagen físi
a de A es una man
hita 
entrada en A′
. Esa man
ha

genera en el punto r′ del plano de la imagen la amplitud luminosa

VA(r
′) = m(r′ − r′A) . (2.5)

Igualmente la imagen físi
a de B es la misma man
hita pero 
entrada en B′
;

ésta genera en el punto r′ la amplitud luminosa

VB(r
′) = m(r′ − r′B) . (2.6)

Sea P ′
un punto entre A′

y B′
, de 
oordenadas r′P = (x′

P , y
′
P ) (�g. 2.4).

La amplitud luminosa en P ′
es

U ′(r′P ) = VA(r
′
P ) + VB(r

′
P ) = m(r′

P − r′
A) +m(r′

P − r′
B) . (2.7)

B

A

A′

B′

P ′
Figura 2.4. La amplitud luminosa en

P ′
es la suma de la amplitud debida

a A y de la amplitud debida a B.
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Hay que introdu
ir una pequeña modi�
a
ión a lo anterior, pues se supuso

implí
itamente que A y B emitían una misma amplitud luminosa. En

realidad, uno de los dos puntos puede ser más luminoso que el otro. Por

lo tanto se deben remplazar las rela
iones (2.5) y (2.6) por

VA(r
′) = U(rA)m(r′ − r′

A) , (2.8)

VB(r
′) = U(rB)m(r′ − r′B) , (2.9)

donde U(rA) es la amplitud luminosa en A y U(rB) en B. Luego la rela
ión

(2.7) resulta en

U ′(r′P ) = U(rA)m(r′
P − r′

A) + U(rB)m(r′
P − r′B) . (2.10)

Se introdu
e la amplitud de la imagen geométri
a�rela
ión (2.2)�y se

utilizan las rela
iones (2.3) y (2.4) para es
ribir la rela
ión (2.10) en la forma

U ′(r′P ) = UG(r
′
A)m(r′

P − r′A) + UG(r
′
B)m(r′

P − r′
B) . (2.11)

Se 
onsidera ahora que el objeto es un 
onjunto de J puntos luminosos

Aj (j = 1, . . . , J). En el plano de la imagen, las 
oordenadas del punto A′
j ,

la imagen de Aj , son r′j = (x′
j , y

′
j). Se generaliza la rela
ión (2.11) de tal

modo que la amplitud luminosa generada en P ′
por los puntos luminosos Aj

se es
ribe

U ′(r′P ) =
∑

j

UG(r
′
j)m(r′

P − r′
j) . (2.12)

Finalmente se 
onsidera que el objeto es un 
ontinuo de puntos 
omo los

puntos Aj . Se remplaza la suma de la rela
ión (2.12) por una integral y se

obtiene

U ′(r′P ) =

∫

R2

UG(r
′)m(r′

P − r′) dr′ , (2.13)

donde dr′ = dx′ dy′ si r′ = (x′, y′). La integral en la rela
ión (2.13) es una

integral �doble� 
omo lo indi
a el índi
e R2
.

Con 
oordenadas x′, y′ la rela
ión (2.13) se es
ribe

U ′(x′
P , x

′
P ) =

∫

R2

UG(x
′, y′)m(x′

P − x′, y′P − y′) dx′ dy′ . (2.14)

Se di
e que la fun
ión U ′
es el produ
to de 
onvolu
ión de las fun
iones

UG y m, y se denota

U ′ = UG ∗m, (2.15)

o también (se quita el índi
e P de las 
oordenadas)

U ′(r′) = UG ∗m(r′) , (2.16)

y

U ′(x′, y′) = UG ∗m(x′, y′) . (2.17)
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2.2 De�ni
ión y propiedades del produ
to de


onvolu
ión

El produ
to de 
onvolu
ión de las fun
iones f y g es la fun
ión h de�nida

por

h(t) =

∫

R

f(t′) g(t− t′) dt′ , (2.18)


uando la integral existe.

Se es
ribe h = f ∗ g y también h(t) = f ∗ g(t). A ve
es es útil ha
er

apare
er la variable sobre la 
ual se toma la integral y se es
ribe, de manera

abusiva (pero ½prá
ti
a!),

h(t) = [f(t′) ∗ g(t′)](t) , (2.19)

donde t′ es una variable muda.

La rela
ión (2.18) es una version unidimensional de la rela
ión �bidimen-

sional� (2.13). Más generalmente, se de�ne el produ
to de 
onvolu
ión para

fun
iones de�nidas sobre Rd
.

La rela
ión (2.18) se es
ribe también

h(t) =

∫

R

f(t− t′) g(t′) dt′ , (2.20)

y se dedu
e que el produ
to de 
onvolu
ión es 
onmutativo

f ∗ g = g ∗ f . (2.21)

Se muestra que la fun
ión h = f ∗ g es derivable y se tiene

h′ = f ′ ∗ g = f ∗ g′ . (2.22)

En el 
aso de fun
iones de dos (o más) variables se tienen rela
iones

equivalentes 
on las derivadas par
iales. En dos dimensiones, si h = f ∗ g, se
es
ribe

h(x, y) =

∫

R2

f(x′, y′) g(x− x′, y − y′) dx′ dy′ , (2.23)

luego

∂h

∂x
=

∂(f ∗ g)
∂x

=
∂f

∂x
∗ g = f ∗ ∂g

∂x
. (2.24)
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2.3 Convolu
ión y tranforma
ión de Fourier

El resultado 
entral es

f ∗ g ⇋ f̂ ĝ , (2.25)

es de
ir, la transforma
ión de Fourier transforma un produ
to de 
onvolu
ión

en un produ
to sen
illo. Se tiene también la propiedad �dual�

f g ⇋ f̂ ∗ ĝ . (2.26)

Una prueba formal de la rela
ión (2.25) es la siguiente. Se 
al
ula

f̂ ∗ g(ν) =
∫

R

e−2iπνt

{∫

R

f(t′) g(t− t′) dt′
}

dt

=

∫

R

f(t′)

{∫

R

g(t− t′) e−2iπνt dt

}
dt′

=

∫

R

f(t′) ĝ(ν) e−2iπνt′ dt′

= f̂(ν) ĝ(ν) . (2.27)

(Para pasar de la segunda línea a la ter
era se utiliza el resultado que �gura

en la segunda línea de la tabla 1.4 p. 10.)

2.4 Ejemplo de apli
a
ión

Fun
ión triángulo. Se denota ΛL la fun
ión triángulo de base 2L y altura

L, de�nida por

ΛL = rectL ∗ rectL . (2.28)

Se 
al
ula

ΛL(t) =

∫ +∞

−∞

rectL(t
′) rectL(t− t′) dt′ =

∫ L/2

−L/2

rectL(t− t′) dt′ . (2.29)

Se obtiene

si t < −L , ΛL(t) = 0 ,
si − L ≤ t < 0 , ΛL(t) = t+ L ,
si 0 ≤ t ≤ L , ΛL(t) = L− t ,
si L < t , ΛL(t) = 0 .

Se observa que ΛL(0) = L.
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Transformada de Fourier de la fun
ión triángulo. Ésta se podría


al
ular por intermedio de una integral. Sin embargo resulta más dire
to

utilizar la rela
ión entre el produ
to de 
onvolu
ión y la transforma
ión de

Fourier: puesto que la fun
ión ΛL es igual al produ
to rectL ∗ rectL, según la

rela
ión (2.25) su transformada de Fourier es el 
uadrado de la transformada

de Fourier de la fun
íon rectL. Se es
ribe

ΛL(t) ⇋ L2 sen 2πLν

(πLν)2
. (2.30)

La �gura 2.5 ilustra este resultado.

t

ΛL(t)

L2 sen 2πLν

π2L2ν2

0 0 ν

L2

1
L

L

−L L

Figura 2.5. La fun
ión triángulo de base 2L y su transformada de Fourier.

2.5 Filtros lineales

Mu
hos sistemas físi
os son lineales en el sentido matemáti
o, lo que signi-

�
a: (a) que la respuesta de tal sistema a un múltiplo de una ex
ita
ión es

el mismo múltiplo de la respuesta a esa ex
ita
ión; (b) que la respuesta a la

suma de dos ex
ita
iones es la suma de las respuestas 
orrespondientes. Muy

a menudo, la linealidad es una 
onse
uen
ia de la linealidad de las e
ua
iones

que gobiernan el fenómeno físi
o 
onsiderado: por ejemplo las e
ua
iones

de Maxwell son lineales y las ondas ele
tromagnéti
as que se propagan en

un medio lineal

1

se pueden sumar (así se expli
an las interferen
ias); en

me
áni
a 
uánti
a, la e
ua
ión de S
hrödinger es lineal

2

y la 
onse
uen
ia

es la linealidad de sus solu
iones: se pueden sumar las fun
iones de ondas y

obtener interferen
ias de ondas de probabilidad.

Un �ltro lineal es un sistema lineal invariante por trasla
ión. El objetivo

estudiado en el párrafo 2.1 es un �ltro lineal; la hipótesis de la invarian
ia

1
Existen medios no lineales.

2
En físi
a matemáti
a, existe una e
ua
ión de S
hrödinger no lineal. Se en
uentra

por ejemplo en la teoría de los solitones.
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por trasla
ión era implí
ita y se utilizó 
uando se supuso que la misma

fun
ión m des
ribía la man
hita de difra

ión debida al punto A o al punto

B (o, al �n, a 
ualquier punto del objeto). La man
hita es la respuesta

del sistema (el objetivo) a una ex
ita
ión puntual (un punto luminoso) y

se denomina respuesta per
usional o respuesta de impulso del sistema. El

objetivo es invariante espa
ialmente porque la respuesta de impulso es la

misma, 
ualquier sea el punto luminoso que se 
onsidera en el plano del

objeto

3

. Al �n, el objetivo es un �ltro lineal espa
ial.

Mu
has ve
es se estudian sistemas temporales, es de
ir que el tiempo es

la variable que permite des
ribir esos sistemas. En tal 
aso la invarian
ia

anterior es una invarian
ia temporal. La respuesta de impulso del sistema es

la respuesta a una ex
ita
ión in�nitamente breve, que llamamos impulso de

Dira


4

. La invarian
ia temporal signi�
a que la respuesta del sistema a un

impulso de Dira
 es la misma, 
ualquiera que sea el momento de emisión del

impulso.

La propiedad esen
ial de un �ltro lineal es la siguiente. Sea S un �ltro

lineal, es de
ir un sistema lineal invariante por trasla
ión. Sea r la respuesta

de impulso del �ltro. Luego, la respuesta s del sistema a una ex
ita
ión


ualquiera e es el produ
to de 
onvolu
ión de r y e

s = r ∗ e . (2.31)

Para un sistema temporal se es
ribe

s(t) = r ∗ e(t) . (2.32)

Las rela
iones (2.16) y (2.17) son válidas para un �ltro lineal espa
ial (en dos

dimensiones).

Des
rip
ión fre
uen
ial. Considérese en adelante un �ltro lineal temporal.

El 
aso de los �ltros lineales espa
iales son parte de la ópti
a de Fourier y se

estudiarán en el 
apítulo 
orrespondiente (
apítulo 6).

Un mismo �ltro lineal S se puede des
ribir utilizando la fre
uen
ia ν
en lugar del tiempo, y es pre
isamente la transforma
ión de Fourier la

que permite pasar del espa
io temporal al espa
io fre
uen
ial. Se apli
a

la transforma
ión de Fourier a ambos miembros de la rela
i
ón (2.32) y se

obtiene

ŝ(ν) = r̂(ν) ê(ν) . (2.33)

La fun
ión r̂ se llama fun
ión de transferen
ia del �ltro lineal.

La rela
ión (2.33) tiene gran ventaja prá
ti
a sobre la rela
ión (2.32).

Considérense dos �ltros lineales S1 y S2 de respuestas de impulso respe
tivas

3
Es solamente una aproxima
ión, debido a la aberra
ión llamada distorsión.

4
La introdu

ión de la distribu
ión de Dira
 (véase el 
apítulo 3) permitirá

formalizar eso 
on más rigor.
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r1 y r2. Se envia una ex
ita
ión e sobre S1 y la respuesta que se obtiene

sirve de ex
ita
ión a S2 (se di
e que S1 y S2 estan en 
as
ada). La respuesta

temporal del sistema S2S1 se es
ribe

s = r2 ∗ (r1 ∗ e) . (2.34)

La rela
ión (2.34) se puede es
ribir 
on integrales, pero el resultado es un

po
o 
ompli
ado. Se di�
ultan más las 
osas si hay varios sistemas seguidos.

En 
ambio, en el espa
io fre
uen
ial, el sistema S2S1 se tradu
e por

ŝ(ν) = r̂2(ν) r̂1(ν) ê(ν) . (2.35)

La rela
ión (2.35) se generaliza a un número 
ualquiera de �ltros lineales

seguidos. La fun
ión de transferen
ia del sistema resultante es el produ
to

(sen
illo) de las fun
iones de transferen
ia de 
ada sistema.
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La transforma
ión de Fourier, tal 
omo se introdujo en el 
apítulo 1, se

apli
a a fun
iones integrables (se entiende integrables entre −∞ y +∞). Se

plantea luego el problema siguiente: las fun
iones 
oseno, seno o exponen
ial

de argumento imaginario no son integrables y por lo tanto no tienen

transformadas de Fourier en el sentido del 
apítulo 1. Esa situa
ión no es

admisible, pues sería renun
iar a utilizar las fun
iones anteriores en mu
has

apli
a
iones rela
ionadas 
on la transforma
ión de Fourier.

La teoría de las distribu
iones es un mar
o matemáti
o riguroso en el 
ual

se de�ne pre
isamente la transforma
ión de Fourier de las fun
iones 
oseno y

seno. No se trata a
á de desarrollar esa teoría, sino de presentar de manera

intuitiva unas distribu
iones que se utilizan 
on fre
uen
ia en ópti
a y en la

teoría de señales y sistemas. Se trata de la distribu
ión y de la peinilla de

Dira
.

3.1 Distribu
ión de Dira


La distribu
ión de Dira
 
omo límite de fun
iones. Se 
onsidera la

fun
ión rectL 
uya transformada de Fourier es la fun
íon

r̂ectL(ν) = L
senπLν

πLν
. (3.1)

Si se aumenta el valor de L, la fun
ión rectL se vuelve más an
ha y su

transformada de Fourier más estre
ha. Si L tiende a in�nito, rectL(t) tiende
a 1 para 
ualquier t. Es de
ir que la fun
ión rectL, que es integrable, tiende
a la fun
ión t 7−→ 1 que no es integrable.

¾Que pasa en el dominio de Fourier (espa
io fre
uen
ial)? Cuando L
tiende a in�nito, se tiene, para todo ν 6= 0,

L
senπLν

πLν
−→ 0 . (3.2)

El valor de r̂ectL en ν = 0 es L, y tiende a in�nito. Se podría de
ir que la

fun
ión r̂ectL tiende ha
ia una fun
ión que vale 
ero en todas partes, menos
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en 0 donde es in�nita. En la realidad eso no es exa
tamente una fun
ión,

sino más bien una distribu
ión: es la distribu
ión de Dira
, la 
ual se denota

δ.
Se tiene

δ = lim
L→∞

r̂ectL , (3.3)

o, 
on nota
ión abusiva,

δ = lim
L→∞

L
senπLν

πLν
. (3.4)

Si se toman los límites de ambos miembros de la rela
ión (3.1) se obtiene

1 ⇋ δ . (3.5)

El mismo método apli
ado a la rela
ión (1.49) lleva a

δ ⇋ 1 . (3.6)

Se nota que se pudo aso
iar una transformada de Fourier a una fun
ión

que no es integrable (la fun
ión t 7−→ 1). La transformada de Fourier obtenida

no es una fun
ión, sino una distribu
ión (la distribu
ión de Dira
).

Otros límites. Se muestra también

δ = lim
L→0

1

L
rectL . (3.7)

Se observa que 
ualquiera que sea L se tiene

0

n = 4

n = 5

n = 1

n = 2

n = 3

t

Figura 3.1. Fun
iones re
tángulo normadas, de la forma rectLn/Ln, que tienden

a una distribu
ión de Dira
 
uando n tiende a in�nito (Li < Lj si i > j). La

super�
ie de 
ada re
tángulo es la misma.
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1

L

∫ +∞

−∞

rectL(t) dt = 1 , (3.8)

lo que tradu
e que las fun
iones (1/L)rectL son normadas. La �gura 3.1

muestra unas fun
iones re
tángulo normadas, 
uyo límite es una distribu
ión

de Dira
.

Se muestra también que la distribu
ión de Dira
 es el límite de unas

fun
iones de Gauss. Pre
isamente se tiene

δ = lim
n→∞

n e−πn2x2

. (3.9)

Distribu
ión de Dira
 en t0. Por 
ompara
ión 
on la rela
ión (3.7), se

de�ne δt0 
omo

δt0 = lim
L→0

1

L
rectL(t− t0) . (3.10)

La rela
ion (3.17) ofre
e otra posibilidad de de�ni
ión.

Multipli
a
ión de una distribu
ión de Dira
 por una fun
ión. Si f
es una fun
ión 
ontinua en 0, la rela
ión (3.7) lleva a

lim
L→0

1

L
f(t)rectL(t) = f(0) δ , (3.11)

y se de�ne el produ
to de f y δ 
omo

f δ = f(0) δ . (3.12)

Más generalmente, si f es 
ontinua en t0, se dedu
e de la rela
ión (3.10)

f δt0 = f(t0) δt0 . (3.13)

3.2 Transformada de Fourier de las fun
iones senoidales

Se 
onsidera la fun
ión f tal que

f(t) = rectL(t) cos 2πν0t , (3.14)

que se puede es
ribir

f(t) =
1

2
rectL(t)

(
e2iπν0t + e−2iπν0t

)
. (3.15)

Las propiedades de la transforma
ión de Fourier llevan a

f̂(ν) =
L

2

senπL(ν − ν0)

πL(ν − ν0)
+

L

2

senπL(ν + ν0)

πL(ν + ν0)
. (3.16)
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Se 
onsidera que L tiende a in�nito. Lo que se dijo en el parágrafo anterior

sobre la fun
ión (L senπLν)/πLν se puede de
ir ahora pero 
ambiando ν por

ν − ν0 y ν + ν0.
Se de�ne la distribu
ión de Dira
 en ν = ν0 
omo

δν0 = lim
L→∞

L
senπL(ν − ν0)

πL(ν − ν0)
, (3.17)

y la distribution de Dira
 en ν = −ν0 
omo

δ−ν0 = lim
L→∞

L
senπL(ν + ν0)

πL(ν + ν0)
. (3.18)

Por otra parte, 
uando L tiende a in�nito, se tiene para todo t

f(t) = rectL(t) cos 2πν0t −→ cos 2πν0t , (3.19)

de tal modo que, en el límite, las rela
iones (3.14) y (3.16) 
onllevan a

cos 2πν0t ⇋

1

2
(δν0 + δ−ν0) . (3.20)

La �gura 3.2 ilustra este pro
eso (sólo falta el 
oe�
iente 1/2 que se en
uentra
en el 
ál
ulo explí
ito).

Por linealidad de la transforma
ión de Fourier se obtiene luego

t

t

ν

ν

ν

f1

f2

f3
f̂3

f̂2

f̂1

−ν0 ν0

ν0−ν0

−ν0 ν0

t

Figura 3.2. Considérense las fun
iones fj de�nidas por fj(t) = rectLj
(t) cos 2πν0t.

La transformada de Fourier de fj es f̂j ; ésta se 
ompone de dos �pi
os� expresados

por fun
iones de la forma senx/x y lo
alizados en la fre
uen
ias −ν0 y ν0, 
omo

lo muestra la grá�
a. Si j > i, se supone Lj > Li, de tal modo que los dos pi
os

de f̂j son más estre
hos que los pi
os de f̂i, 
omo lo muestra la grá�
a. Cuando j

tiende a in�nito, las fun
iones fj tienden a la fun
ión cos 2πν0t y las fun
iones f̂j
tienden a dos distribu
iones de Dira
, lo
alizadas en −ν0 y ν0.
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e2iπν0t ⇋ δν0 , (3.21)

y también

sen 2πν0t ⇋

1

2i
(δν0 − δ−ν0) . (3.22)

Finalmente, las fun
iones senoidales tienen una transformada de Fourier,

en forma de una distribu
ión.

El mismo método lleva a los resultados siguientes

δt0 ⇋ e−2iπνt0 , (3.23)

1

2
(δt0 + δ−t0) ⇋ cos 2πνt0 , (3.24)

1

2i
(δt0 − δ−t0) ⇋ − sen 2πνt0 . (3.25)

3.3 Distribu
ión de Dira
 y produ
to de 
onvolu
ión

Para fa
ilitar las es
rituras se denomina E la fun
ión de�nida por

t 7−→ E(t) = e2iπν0t . (3.26)

Se sabe ya que Ê = δν0 . Se 
onsidera la rela
ión (véase la tabla 1.4 p. 10)

e2iπν0t f(t) ⇋ f̂(ν − ν0) , (3.27)

que se es
ribe también

E(t) f(t) ⇋ f̂(ν − ν0) . (3.28)

Pero se tiene Êf = Ê ∗ f̂ , de tal modo que se obtiene

f̂(ν − ν0) = Ê ∗ f̂(ν) = δν0 ∗ f̂(ν) . (3.29)

Se 
on
luye que ha
er el produ
to de 
onvolu
ión de una fun
ión 
on la

distribu
ión de Dira
 δν0 es equivalente a trasladar la fun
ión en ν0.
En parti
ular si se toma ν0 = 0 se obtiene

f̂(ν) = δ ∗ f̂(ν) . (3.30)

La rela
ión (3.30) es válida 
ualquiera que sea la fun
ión f̂ de tal modo que la

distribu
ión de Dira
 en 0 es el elemento neutro del produ
to de 
onvolu
ión.

Claro está que las mismas rela
iones quedan válidas en el espa
io original,

es de
ir 
on la variable t.
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Apli
a
ión a los �ltros lineales. Se vio en la se

ión 2.5 que la respuesta

s de un �ltro lineal a una ex
ita
ión 
ualquiera e se es
ribía s = r ∗ e, donde
r era la respuesta per
u
ional (o de impulso) del �ltro. Si e = δ (distribu
ión
de Dira
) se obtiene s = r ∗ δ = r, es de
ir que la respuesta per
usional del

�ltro es su respuesta a un impulso de Dira
, 
omo se men
ionó en la se

ión

2.5.

Se pasa al dominio de Fourier por una transforma
ión de Fourier. El

produ
to de 
onvolu
ión se vuelve un produ
to sen
illo y se tiene

ŝ = r̂ ê . (3.31)

La fun
ión (o distribu
ión) r̂ es la fun
ión de transferen
ia del �ltro.

La �gura 3.3 ilustra las dos des
rip
iones equivalentes de un �ltro lineal

temporal.

ê(ν)
Filtro lineal

ŝ(ν) = r̂(ν) ê(ν)

δ r
Filtro lineal

e(t) s(t) = r ∗ e(t)

a b

Figura 3.3. Filtro lineal (temporal): (a) Des
rip
ión temporal; (b) Des
rip
ión

fre
uen
ial.

3.4 Nota
ión

Aunque la distribu
ión de Dira
 no es una fun
ión, es prá
ti
o, a ve
es,

es
ribirla 
omo si fuera una fun
ión. Así, en lugar de δ, se es
ribre δ(t), en
el espa
io �temporal� y δ(ν) en el espa
io fre
uen
ial. Se es
ribe también

δ(t− t0) en lugar de δt0 .

3.5 Deriva
ión

En la teoría de las distribu
iones, se muestra que 
ualquier distribu
ión es

inde�nidamente derivable. Nos limitamos aquí a examinar las derivadas de

la distribu
ión de Dira
.

Sea f ′
la derivada de la fun
ión f . Puesto que δ es el elemento neutro del

produ
to de 
onvolu
ión, se es
ribe

f ′ = δ ∗ f ′ . (3.32)

Pero si se re
uerda que (f ∗ g)′ = f ′ ∗ g = f ∗ g′, es natural es
ribir
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δ ∗ f ′ = δ′ ∗ f . (3.33)

La rela
ión (3.33) de�ne la distribu
ión derivada de la distribu
ión de Dira
,

denotada δ′.
La generaliza
ión a la derivada de orden n (n número entero positivo) es

inmediata, en la forma

δ(n) ∗ f = δ ∗ f (n) = f (n) . (3.34)

¾Cuál es la transformada de Fourier de δ′? Para en
ontrarla se utiliza

f ′(t) ⇋ f̂ ′ (ν) = 2iπνf̂(ν) . (3.35)

Luego se es
ribe f ′ = δ′ ∗ f de tal modo que

f̂ ′ = δ̂′ f̂ . (3.36)

De la 
ompara
ión de las rela
iones (3.35) y (3.36) se dedu
e

δ′ ⇋ 2iπν . (3.37)

El mismo método desarrollado a partir de la rela
ión

−2iπt f(t) ⇋ f̂
′

(ν) , (3.38)

lleva a

−2iπt ⇋ δ′ . (3.39)

La generaliza
ión al orden n se es
ribe

δ(n) ⇋ (2iπν)n , (3.40)

(−2iπt)(n) ⇋ δ(n) . (3.41)

Fun
ión de Heaviside. Se denota Y la fun
ión de Heaviside de�nida por

Y (t) = 0, si t < 0; e Y (t) = 1, si t ≥ 0. Es una fun
ión dis
ontinua en 0,
y luego no tiene derivada en 0 
omo fun
ión. Sin embargo, si se 
onsidera


omo una distribu
ión, se puede derivar y se muestra

Y ′ = δ . (3.42)

Más generalmente 
ualquier fun
ión que tiene una dis
ontinuidad se

puede derivar, en el sentido de las distribu
iones. La derivada 
ontiene una

distribu
ión de Dira
 en 
ada punto de dis
ontinuidad de la fun
ión.
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3.6 Peinilla de Dira


De�ni
ión y transformada de Fourier. Una peinilla de Dira
 se 
ompone

de distribu
iones de Dira
 periódi
amente trasladadas. Si L es el periodo, la

peinilla se denota ⊔⊔ L y se de�ne 
omo

⊔⊔ L = L

n=+∞∑

n=−∞

δnL , (3.43)

donde n es un número entero. Con una nota
ión fun
ional, la rela
ión (3.43)

se es
ribe

⊔⊔ L(t) = L
n=+∞∑

n=−∞

δ(t− nL) . (3.44)

Se muestra

⊔⊔ L(t) ⇋ L ⊔⊔ 1/L(ν) =

n=+∞∑

n=−∞

δ
(
ν − n

L

)
. (3.45)

Fun
iones periódi
as. Sea f una fun
ión periódi
a, de periodo fundamen-

tal T . Sea m la fun
ión de�nida por

m(t) = f(t) , si − T

2
≤ t ≤ T

2
, (3.46)

m(t) = 0 , si

T

2
< |t| . (3.47)

La fun
ión m es el �motivo� de f , de tal modo que f apare
e 
omo la perio-

diza
ión de m.

Para t ∈ ](2n− 1)T/2, (2n+ 1)T/2] se tiene

f(t) = m(t− nT ) = m ∗ δnT (t) . (3.48)

Puesto que los intervalos ](2n− 1)T/2, (2n+1)T/2] son de interse

ión va
ía

y 
ubren R 
uando n des
ribe Z, se obtiene, para todo t,

f(t) =

[
m ∗

n=+∞∑

n=−∞

δnT

]
(t) =

1

T
m ∗ ⊔⊔ T (t) , (3.49)

es de
ir

f =
1

T
m ∗ ⊔⊔ T . (3.50)

Para 
al
ular la transformada de Fourier de la fun
ión f se aprove
ha el

he
ho que es un produ
to de 
onvolu
ión. Se utiliza la rela
ión (3.45) y se

obtiene
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f̂(ν) = m̂(ν) ⊔⊔ 1/T (ν) . (3.51)

La rela
ión (3.51) se es
ribe también de la forma

f̂(ν) =

n=+∞∑

n=−∞

m̂(ν) δ
(
ν − n

T

)
=

n=+∞∑

n=−∞

m̂
( n

T

)
δ
(
ν − n

T

)
. (3.52)

Ejemplo. La fun
ión h del ejemplo 3 p. 8 se des
ribe 
on el periodo T y el

motivo m = rectT/2. Luego

h =
1

T
rectT/2 ∗ ⊔⊔ T . (3.53)

Se utiliza

rectT/2(t) ⇋

T

2

sen
πTν

2
πTν

2

, (3.54)

y por transforma
ión de Fourier se obtiene

ĥ(ν) =
1

2

n=+∞∑

n=−∞

sen
πTν

2
πTν

2

δ
(
ν − n

T

)

=
1

2

n=+∞∑

n=−∞

sen
nπ

2
nπ

2

δ
(
ν − n

T

)

=
1

2
δ(ν) +

1

π

n=+∞∑

n=−∞
n 6= 0

(−1)n

2n+ 1
δ

(
ν − 2n+ 1

T

)
. (3.55)

Por transforma
ión de Fourier inversa se en
uentra de nuevo la expresión

de la fun
ión h en la forma de una serie de Fourier. Primero se es
ribe la

rela
ión (3.55) 
omo

ĥ(ν) =
1

2
δ +

1

π

+∞∑

n=1

(−1)n

2n+ 1

[
δ

(
ν − 2n+ 1

T

)
+ δ

(
ν +

2n+ 1

T

)]
. (3.56)

Por transforma
ión de Fourier inversa se obtiene

h(t) =
1

2
+

2

π

+∞∑

n=1

(−1)n

2n+ 1
cos

2(2n+ 1)πt

T
. (3.57)

La rela
ión (3.57) no es más que la rela
ión (1.25) que se obtiene por las

series de Fourier. Más generalmente, la teoría de las distribu
iones permite


onsiderar las series de Fourier 
omo 
asos parti
ulares de transformadas de

Fourier. En la prá
ti
a, la no
ión de peinilla de Dira
 permite obtener la serie

de Fourier de una fun
ión periódi
a a partir de su transformada de Fourier.
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Fórmula sumatoria de Poisson. Sea f una fun
ión y f̂ su transformada

de Fourier. Se muestra

n=+∞∑

n=−∞

f
(n
ℓ

)
= ℓ

n=+∞∑

n=−∞

f̂(nℓ) . (3.58)

La rela
ión (3.58) es una versión de la fórmula sumatoria de Poisson. Una

version más simple se en
uentra para ℓ = 1 y es

n=+∞∑

n=−∞

f(n) =
n=+∞∑

n=−∞

f̂(n) . (3.59)

Existe una versión más general en la forma

n=+∞∑

n=−∞

f(t− nℓ) =
1

ℓ

n=+∞∑

n=−∞

f̂
(n
ℓ

)
e2iπnt/ℓ . (3.60)

Puesto que δ̂ = 1, la rela
ión (3.60) se adapta a la distribu
ión de Dira


en la forma

n=+∞∑

n=−∞

δ(t− nℓ) =
1

ℓ

n=+∞∑

n=−∞

e2iπnt/ℓ . (3.61)

3.7 Teorema de interpola
ión

El teorema siguiente tiene gran importan
ia en la teoría de señales y sistemas.

Teorema (Shannon-Wittaker). Sea f una fun
ión 
ontinua de la variable

real t, y sea f̂ su transformada de Fourier. Si el soporte de f̂ está in
luido

1

en [−ν0, ν0], luego el valor de f en 
ualquier valor de t está perfe
tamente

de�nido por los valores que toma f en los puntos tn = nℓ, donde ℓ ≤ 1/2ν0.
Pre
isamente

f(t) =

n=+∞∑

n=−∞

ℓ f(nℓ)
sin 2πν0(t− nℓ)

π(t− nℓ)
. (3.62)

En parti
ular, si ℓ = 1/2ν0, se obtiene

f(t) =

n=+∞∑

n=−∞

f

(
n

2ν0

)
sin(2πν0t− nπ)

2πν0t− nπ
. (3.63)

Se puede entender el teorema de Shannon en forma intuitiva a partir de

las �guras 3.4 y 3.5. La �gura 3.4 representa una fun
ión f (a la izquierda)

y su transformada de Fourier f̂ (a la dere
ha). Se supone que el soporte de

f̂ está in
luido en el intervallo [−ν0, ν0].

1
Signi�
a que f̂(ν) = 0 si ν /∈ [−ν0, ν0].
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f(t) f̂(ν)

t

−ν0 ν0

ν

Figura 3.4. La fun
ión f tiene una transformada de Fourier (espe
tro) de soporte

�nito in
luido en [−ν0, ν0].

Se 
onsidera la fun
ión fm, la 
ual es una versión muestreada de la fun
ión

f . Es de
ir que fm es una suma de distribu
iones de Dira
 en la forma

fm(t) =

n=+∞∑

n=−∞

f(t) δ(t− nℓ) =

n=+∞∑

n=−∞

f(nℓ) δ(t− nℓ) , (3.64)

donde ℓ es el paso del muestreo. El he
ho de muestrear la fun
ión f se tradu
e

por una periodiza
ión en el espa
io de Fourier, 
omo lo muestra la �gura 3.5.

Más pre
isamente se utiliza la formula somataria de Poisson para es
ribir

f̂m(ν) =

n=+∞∑

n=−∞

f̂ ∗ δ̂nℓ(ν)

= f̂ ∗
n=+∞∑

n=−∞

δ̂nℓ(ν)

=
1

ℓ
f̂ ∗

n=+∞∑

n=−∞

δn/ℓ(ν)

=
1

ℓ

n=+∞∑

n=−∞

f̂
(
ν − n

ℓ

)
. (3.65)

Si ℓ ≥ 1/2ν0 no hay re
ubrimiento de espe
tros, lo que signi�
a que sobre

el intervalo [−ν0, ν0] la fun
ión f̂m se 
onfunde 
on la fun
ión f̂ /ℓ. Luego si

se multipli
a f̂m por la fun
ión rect2ν0 se tiene

f̂(ν) = ℓ f̂m(ν) rect2ν0(ν) , (3.66)

y si se apli
a la transforma
ión de Fourier inversa a los dos miembros de esa

rela
ión se obtiene la rela
ión (3.62).
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f̂m(ν)

t

−ν0 ν0

ν

1/ℓ

ℓ

fm(t)

Figura 3.5. La fun
ión fm es la fun
ión f de la �gura 3.4 muestreada al paso ℓ.
Su transformada de Fourier es la transformada de Fourier de f periodizada al paso

1/ℓ. Si ℓ ≥ 1/2ν0 no hay re
ubrimiento de espe
tros y la transformada de Fourier

de f se obtiene si se multipli
a f̂m por la fun
ión rect2ν0 .



4. Fre
uen
ia espa
ial

4.1 No
ión de fre
uen
ia espa
ial

Sea U una fun
ión

1

de dos variables espa
iales reales x e y. La fun
ión U
puede tomar valores 
omplejos; pero si 0 ≤ U(x, y) ≤ 1, se puede 
onsiderar
que U representa una imagen, 
omo apare
e sobre una fotografía en blan
o

y negro (o en una diapositiva). Se adoptará el término �imagen�, o �imagen


ompleja�, en un sentido general, y se di
e que la fun
ión U es la amplitud

de la imagen.

La transformada de Fourier de U es la fun
ión Û de�nida por

2

Û(Fx, Fy) =

∫

R2

U(x, y) e2iπ(xFx+yFy) dxdy , (4.1)

donde Fx y Fy son las variables 
onjugadas de x e y. Se denomina fre
uen
ia

espa
ial la variable ve
torial F = (Fx, Fy), y se denota su módulo F = ||F ||.
La dimensión de F es el inverso de la longitud y se mide en mm

−1
(o a ve
es

por el número de líneas por milímetro).

La transforma
ión de Fourier inversa permite es
ribir

U(x, y) =

∫

R2

Û(Fx, Fy) e
−2iπ(xFx+yFy) dFx dFy . (4.2)

Se emplean también nota
iones ve
toriales: por ejemplo, si r = (x, y), se
denota r = ||r|| = (x2 + y2)1/2 y dr = dxdy. Luego las rela
iones (4.1) y

(4.2) se es
riben

Û(F ) =

∫

R2

U(r) e2iπr·F dr , (4.3)

1
Se denota U la fun
ión 
onsiderada porque será más en adelante la nota
ión para

la amplitud del 
ampo elé
tri
o.

2
Se de�ne la transforma
ión de Fourier �espa
ial� 
on un signo positivo en la

fun
ión exponen
ial. La razón es que la fase de las ondas ele
tromagnéti
as

se es
ribe en la forma ωt − k·r y se re�ere a un produ
to es
alar seudo-

eu
lidiano del espa
io-tiempo. En el espa
io-tiempo, la transforma
ión de Fourier

se de�ne luego en base al mismo produ
to es
alar, véase la nota 1.3.1 p.9.

La transforma
ión de Fourier de dos dimensiones espa
iales no es más sino

una transforma
ión de Fourier par
ial, dedu
ida de la transforma
ión espa
io-

temporal, y por tanto apare
e naturalmente el signo positivo en su de�ni
ión.
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y

x

p

0

1/Fy

1/Fx

Figura 4.1. La imagen elemen-

tal aso
iada 
on la fre
uen
ia es-

pa
ial F = (Fx, Fy) tiene 
restas

ubi
adas sobre una red de re
tas

paralelas. El periodo espa
ial es

p.

y

U(r) =

∫

R2

Û(F ) e−2iπr·F dF . (4.4)

La rela
ión (4.2)�o la rela
ión (4.4)�muestra que U(x, y) se des
ompone

en la base de las fun
iones exponen
iales 
omplejas exp[−2iπ(xFx + yFy)].
Tal fun
ión representa, aparte de una 
onstante dimensional, la �imagen�

elemental aso
iada 
on la fre
uen
ia espa
ial pura F = (Fx, Fy).
Para tener una representa
ión intuitiva de la imagen aso
iada 
on la

fre
uen
ia espa
ial F = (Fx, Fy), 
onsidérense los puntos (x, y) del plano

z = 0 que satisfa
en exp[−2iπ(xFx + yFy)] = 1. Estos puntos son tales que

xFx + yFy = m, donde m ∈ Z , (4.5)

y se reparten sobre un 
onjunto de re
tas paralelas de periodo espa
ial (�g.

4.1)

p =
1√

Fx
2 + Fy

2
=

1

F
. (4.6)

El periodo espa
ial p es el módulo del �ve
tor periodo espa
ial� p de�nido

por

p =
1

F 2
(Fx, Fy) . (4.7)

Se observa que F ·p = 1 (en esta rela
ión p es el ve
tor periodo espa
ial

aso
iado 
on la fre
uen
ia espa
ial F ).
Para una ilustra
ión 
on
reta, se 
onsidera la parte real de la imagen


ompleja aso
iada 
on la fre
uen
ia espa
ial F = (Fx, Fy) que se representa
por

Ur(x, y) = cos[2π(xFx + yFy)] . (4.8)
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x

y

p/2

Figura 4.2. A la izquierda: una representa
ión esquemáti
a de la amplitud aso
ia-

da 
on una fre
uen
ia espa
ial, en forma de tejas. A la dere
ha: representa
ión de

una fun
ión cos2[2πxFx + yFy)]; el he
ho de 
onsiderar el 
uadrado de la fun
ión


oseno ha
e que el periodo espa
ial es p/2 donde p = (Fx/F
2, Fy/F

2).

Luego esta amplitud tiene sus valores extremos sobre una red de re
tas para-

lelas (�g. 4.1). Una representa
ión esquemáti
a de una imagen elemental (o

más bien de su parte real) está dada por unas tejas romanas (�g. 4.2), 
uyas


restas 
orresponden a los máximos de la fun
ión cos[2π(xFx + yFy)].
La �gura 4.3 ilustra el aspe
to bidimensional de las fre
uen
ias espa
iales.

Se pueden variar el periodo espa
ial y también la orienta
ión.

La rela
ión (4.2) nos lleva a 
onsiderar una imagen, representada por

U(x, y), 
omo la suma (superposi
ión) de imágenes elementales similares a

las tejas de la �g. 4.2, de varios periodos y orienta
iones (
ada término de la

suma se pondera por su 
oe�
iente de Fourier). Se muestran ejemplos en el

siguiente parágrafo.

F 1 F 2 F 3

Figura 4.3. Aspe
to bidimensional de las fre
uen
ias espa
iales. Las fre
uen
ias

espa
iales F 1 y F 2 tienen el mismo módulo (F1 = F2) y distintas orienta
iones.

Las fre
uen
ias espa
iales F 2 y F 3 tienen misma orienta
ión y módulos distintos:

F3 > F2.
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4.2 Re
onstru

ión de imágenes

Se utiliza una version dis
reta de la rela
ión (4.2) para re
onstruir

numéri
amente una imagen 
ualquiera a partir de las fun
iones elementales

de la forma exp[−2iπF ·r], donde F es una fre
uen
ia espa
ial. Se 
al
ula

primero la transformada de Fourier de la imagen ini
ial y así se obtienen los


oe�
ientes de Fourier. Para la re
onstru

ión se suman primero términos de

bajas fre
uen
ias espa
iales.

En realidad, tanto la fun
ión ini
ial 
omo su espe
tro estan muestreados,

es de
ir 
ono
idos en un 
onjunto de puntos dis
retos. La �gura 4.4 muestra


omo se pueden ordenar las fre
uen
ias espa
iales para sumar las fun
iones

elementales aso
iadas (las �guras 4.6�a y 4.6�b no 
orresponden exa
tamente

a tal orden).

Fx

Fy

Figura 4.4. Un 
amino posible para ordenar las fre
uen
ias

espa
iales dis
retas y sumar la imágenes elementales 
orres-

pondientes.

La �gura 4.5�a muestra la representa
ión grá�
a de una fun
ión de la

forma

f(x, y) = rectA(x) rectL(y) , (4.9)

y la �gura 4.5�b su espe
tro (
uadrado de la transformada de Fourier).

Las �guras 4.6�a a 4.6�f muestran las re
onstru

iones que se obtienen

si se suman números 
re
ientes de fun
iones elementales. El pro
eso que se

−0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

x

y Fy

Fx

b

a

Figura 4.5. Fun
ión re
tángulo bidimensional (a), y su espe
tro, es de
ir, el

módulo de su transformada de Fourier al 
uadrado (b).
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a

b 


fed

Figura 4.6. Re
onstru
tion de la fun
ión re
tángulo bidimensional por sumas de

fun
iones elementales aso
iadas 
on fre
uen
ias espa
iales puras. (a) Suma de 5

fun
iones elementales 
orrespondientes a puntos del espe
tro que estan sobre la

línea Fx = 0 del espe
tro; (b) Suma de 10 fun
iones elementales, es de
ir las

anteriores más 5 fun
iones 
orrespondientes a Fy = 0; (
) Suma de 64 fun
iones

elementales; (d) Suma de 100 fun
iones elementales; (e) Suma de 1 089 fun
iones

elementales; (f) Suma de 10 000 fun
iones elementales.

ilustra aquí no es más sino la extensión a fun
iones de dos dimensiones (no

periódi
as) del pro
eso del párrafo 1.2 que se apli
aba a fun
iones de una

dimensión (periódi
as). La �gura 4.6 
orresponde a la �gura 1.2.

La �gura 4.7 muestra otro ejemplo a partir de una fotografía 
on níveles

de gris. Se observa que los detalles de la fotografía original apare
en 
on las

altas fre
uen
ias espa
iales.

ba



d

e

Figura 4.7. (a) Fotografía original; (b) Espe
tro (módulo al 
uadrado); (
)

Re
ontru

ión 
on 121 fun
iones elementales de baja fre
uen
ia; (d) re
on
tru

ión


on 961 fun
iones elementales; (e) Re
onstru

ión 
on 10 201 fun
iones elementales,

de fre
uen
ias espa
iales de módulos 
re
ientes.





5. Espe
tro angular

5.1 Propaga
ión de la luz: teoría es
alar

Se apli
an los resultados de los 
apítulos anteriores a la propaga
ión del


ampo ele
tromagnéti
o en los límites de una teoría es
alar, es de
ir que

no se toma en 
uenta el aspe
to ve
torial del anterior 
ampo: se 
onsidera

solamente el 
ampo elé
tri
o que es él que se dete
ta en ópti
a. En un punto

P del espa
io y al instante t se es
ribe el 
ampo elé
tri
o en la forma

E(P, t) = U(P ) e2iπν0t , (5.1)

si se supone que la onda es mono
romáti
a (de fre
uen
ia ν0).
Para problemas de difra

ión de las ondas mono
romáti
as, basta 
on

utilizar solamente U(P ), que se llamará la amplitud del 
ampo y a la 
ual se

apli
ará el análisis de Fourier.

Prin
ipio de Huygens-Fresnel. Sea una fuente de luz F y un punto M
del espa
io. La fuente genera en M un 
ampo ele
tromagnéti
o. Sea S una

super�
ie (limitada en la prá
ti
a) situada entre la fuente y M (�g. 5.1).

Supóngase que se sabe reprodu
ir sobre S el 
ampo generado por F y quítese

la fuente. El prin
ipio de Huygens-Fresnel di
e que el 
ampo en M no ha


ambiado.

F

M

F

M

S S

Figura 5.1. Según el prin
ipio de Huygens-Fresnel, el 
ampo generado en M es

el mismo en las dos situa
iones presentadas: a la izquierda, la fuente F ilumina

dire
tamente M ; a la dere
ha, se dispone de una super�
ie S sobre la 
ual el 
ampo

es exa
tamente el que hubiera generado F si estuviera presente. La super�
ie S
a
túa 
omo una fuente se
undaria.
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5.2 La aso
ia
ión entre fre
uen
ia espa
ial y onda plana

Dados un sistema de 
oordenadas (x, y, z) en el espa
io y una onda ele
tro-

magnéti
a (o luminosa) que se propaga en la dire

ión z, sea U(x, y) ó U(r)
la amplitud del 
ampo en el punto r = (x, y) del plano z = 0. Se ha
e el

análisis de Fourier de U 
omo se expli
ó en el 
apítulo 4: las rela
iones (4.1)

y (4.2)�o (4.3) y (4.4)�se apli
an a la amplitud del 
ampo U .

Se llega luego a la 
on
lusión de que la amplitud del 
ampo U en el

plano de e
ua
ión z = 0 es la suma de amplitudes de 
ampos elementales

representados por las fun
iones

U0 exp[−2iπr·F ] = U0 exp[−2iπ(xFx + yFy)] , (5.2)

donde F = (Fx, Fy) es una fre
uen
ia espa
ial y U0 una 
onstante

dimensional.

Sin embargo en ópti
a se tiene un resultado más general, según el 
ual el

análisis de Fourier no lleva solamente a una des
omposi
ión del 
ampo en el

plano z = 0, sino también a una des
omposi
ión de la misma onda in
idente

sobre el plano anterior en una familla de ondas planas.

Para entender eso, se empieza 
on la aso
ia
ión que existe entre fre
uen
ia

espa
ial y onda plana. Se re
uerda que la onda plana mono
romáti
a (de

fre
uen
ia ν0) que se propaga en la dire

ión del ve
tor de onda k (�g. 5.2)

genera en el punto ρ = (x, y, z) un 
ampo que se es
ribe

E(ρ, t) = U0 e
2iπν0t e−ik·ρ , (5.3)

donde U0 es una 
onstante dimensional. El ve
tor de onda se es
ribe

k =
2π

λ
s , (5.4)

donde λ es la longitud de onda en el medio de propaga
ión 
onsiderado y

s un ve
tor unitario según la dire

ión de propagation de la onda. Las

y

z

x

k
ρ

Figura 5.2. Onda plana propagándose en la

dire

ión del ve
tor de onda k. La amplitud


ompleja en el punto ρ es propor
ional a exp[−ik·ρ],
y es 
onstante sobre un plano de onda, el 
ual es

ortogonal a k.
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omponentes de s en el sistema x, y, z son los 
osenos dire
tores α, β, γ
de�nidos 
omo

α = cos θx , β = cos θy , γ = cos θz , (5.5)

donde θx, θy y θz son los ángulos entre el ve
tor s y los ejes x, y y z. Puesto
que s es unitario, se tiene además: α2 + β2 + γ2 = 1.

Finalmente, la amplitud 
ompleja de la onda plana anterior, 
onsiderada

en el punto ρ = (x, y, z), es

U(ρ) = U0 exp[−ik·ρ] = U0 exp

[
−2iπ

λ
(αx+ βy + γz)

]
. (5.6)

Se 
omparan la rela
iones (5.2) y (5.6) y se dedu
e que la amplitud

exp[−2iπ(xFx + yFy)] representa el 
ampo generado en z = 0 por la onda

plana que se propaga en la dire

ión dada por

α = λFx , (5.7)

β = λFy , (5.8)

γ =

√
1− λ2Fx

2 − λ2Fy
2 , (5.9)

suponiendo 1− λ2Fx
2 − λ2Fy

2 ≥ 0. (El 
aso 1− λ2Fx
2 − λ2Fy

2 < 0 da lugar

a una onda evanes
ente [4℄.)

Propiedad fundamental. Con base en lo anterior y 
omo 
onse
uen
ia del

prin
ipio de Huygens-Fresnel, se 
on
luye que la onda que se propaga en la

región z > 0 es la misma:

� si el plano z = 0 está iluminado por la onda plana de 
osenos dire
tores

α, β, γ (pro
edente de la región z < 0);
� si el 
ampo en el plano z = 0 es el 
ampo aso
iado 
on la fre
uen
ia espa
ial

(Fx, Fy) que satisfa
e las rela
iones (5.7�5.9).

El resultado anterior muestra que 
on 
ada fre
uen
ia espa
ial del

plano z = 0 se aso
ia una onda plana 
uya dire

ión de propaga
ión

está 
ompletamente determinada; esto permite tratar algunos problemas de

difra

ión o analizar los sistemas ópti
os 
omo lo veremos.

5.3 Fre
uen
ia angular

De he
ho, la rela
ión (5.9) muestra que el 
ono
imiento de α y β es

su�
iente para determinar la onda plana aso
iada 
on la fre
uen
ia espa
ial

F = (Fx, Fy), 
uya amplitud se obtiene por la rela
ión (5.6). Se introdu
e el

ve
tor Φ de 
omponentes (α, β) en un espa
io eu
lidiano de dos dimensiones,

el 
ual es el espa
io de las fre
uen
ias angulares. De las e
ua
iones (5.7) y

(5.8) se dedu
e
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Φ = (α, β) = λF . (5.10)

Como γ es el 
oseno dire
tor según z de la dire

ión de propaga
ión de la

onda plana aso
iada 
on F , se tiene

γ = cos θz , (5.11)

donde θz es el ángulo entre z y k (ó s), y luego, de a
uerdo 
on (5.9),

| sen θz| = λF = Φ =
√
α2 + β2 . (5.12)

Para los ángulos pequeños se tiene Φ ≈ |θz|.
El ve
tor Φ se llama fre
uen
ia angular de la onda plana. La rela
ión

(5.10) es importante porque rela
iona una 
ara
terísti
a de la radia
ión�el

ángulo de difra

ión (de propaga
ión), es de
ir la fre
uen
ia angular Φ�
on

una 
ara
terísti
a de la materia radiante�la fre
uen
ia espa
ial F .

Ejemplo 5.3.1 Un detalle de 5µm sobre un objeto luminoso está llevado

por la onda aso
iada 
on una fre
uen
ia espa
ial 
uyo módulo es

F =
1

5 · 10−3mm
= 200mm−1 . (5.13)

A la longitud de onda λ = 0, 5µm, este detalle difra
ta la luz bajo el ángulo

θz ≈ Φ = λF = 0, 1 rad ≈ 5o44′ . (5.14)

Nota 5.3.1 Es posible en
ontrar fre
uen
ias espa
iales 
on 
omponentes

negativas. El 
ambio de 
omponentes a 
omponentes opuestas 
orresponde

a un 
ambio del ve
tor de onda: simetría respe
to al eje z.

5.4 Espe
tro angular

En lugar de la fre
uen
ia espa
ial, se puede elegir 
omo magnitud a la

fre
uen
ia angular, es de
ir, a los 
osenos dire
tores α y β. Sea V la fun
ión

tal que

V (α, β) =
1

λ2
Û

(
α

λ
,
β

λ

)
, (5.15)

o también

V (Φ) =
1

λ2
Û

(
Φ

λ

)
. (5.16)

La rela
ión (4.2) se es
ribe

U(x, y) =

∫

R2

V (α, β) exp

[
−2iπ

λ
(αx+ βy)

]
dα dβ . (5.17)
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La fun
ión V representa el espe
tro angular

1

de la onda de amplitud U en

el plano z = 0. Físi
amente el espe
tro angular 
orresponde a las diferentes

dire

iones de propaga
ión de las ondas planas que 
omponen la onda de

amplitud U (o más pre
isamante las varias dire

iones de sus ve
tores de

ondas).

Interpreta
ión: des
omposi
ión de una onda sobre una familia

de ondas planas. El análisis armóni
o�tal 
omo se desarrolló en la

se

ión 5.2�lleva a representar la amplitud del 
ampo U en el plano de

e
ua
ión z = 0, 
omo la superposi
ión ponderada de amplitudes elementales

(representadas por fun
iones exponen
iales de argumento imaginario), los


oe�
ientes de la pondera
ión siendo los valores Û(F ). La aso
ia
ión entre las
fre
uen
ias espa
iales y las ondas planas lleva a un resultado más general, que

involu
ra la onda in
idente sobre el plano z = 0, y no solamente su amplitud

en este mismo plano: 
ualquier onda in
idente sobre el plano z = 0 es la

superposi
ión ponderada de ondas planas, y los 
oe�
ientes de pondera
ión

estan dados por el espe
tro angular. Cada onda plana de la des
omposi
ión

tiene su propia dire

ión de propaga
ión.

5.5 Ejemplos

Ejemplo 1. Se ilumina, a la in
iden
ia normal, una abertura re
tangular de

an
ho A y largo L por una onda plana mono
romáti
a (longitud de onda λ)
de amplitud U0. Se bus
a el espe
tro angular de la onda que emerge de la

abertura (�g. 5.3).

y

α

L

x

A

β

z

Figura 5.3. Abertura re
tangular

iluminada por una onda plana.

1
Por razones dimensionales se introdu
e el fa
tor 1/λ2

en la de�ni
ión del espe
tro

angular: V se mide en las mismas unidades que U (Voltios por metro). El fa
tor

1/λ2
no apare
e en las Le

iones de ópti
a de Fourier [4℄.
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Se toman 
oordenadas x e y en el plano de la abertura (�g. 5.3). La

amplitud del 
ampo a la salida de la apertura es

U1(x, y) = U0 rectA(x) rectL(y) . (5.18)

Por transforma
ión de Fourier se obtiene

Û1(Fx, Fy) = U0AL
senπAFx

πAFx

senπLFy

πLFy
, (5.19)

y el espe
tro angular es

V̂1(α, β) =
U0AL

λ2

sen
πAα

λ
πAα

λ

sen
πLβ

λ
πLβ

λ

. (5.20)

Como se puede apre
iar, la onda difra
tada por la abertura tiene su

amplitud máxima sobre el eje z que 
orresponde a (α, β) = (0, 0). No hay

luz en las dire

iones (λ/A, β), 
ualquiera que sea β, ni en las dire

iones

(α, λ/L), 
ualquiera que sea α.

Ejemplo 2. Se 
onsidera el 
aso anterior, pero se supone que la onda

in
idente ya no es ortogonal al plano de la abertura, sino que se propaga

en la dire

ión de 
osenos dire
tores (α0, 0, γ0) (es de
ir que el ve
tor de

onda está en el plano y�z). La onda in
idente genera sobre el plano x�y la

amplitud U0 exp[−2iπα0x/λ] de tal manera que la amplitud inmediatamente

detrás de la abertura se es
ribe

U2(x, y) = U0 e
−2iπα0x rectA(x) rectL(y) . (5.21)

Para fa
ilitar el 
ál
ulo de la transformada de Fourier de U2, se es
ribe

U2(x, y) = e−2iπα0xU1(x, y) , (5.22)

donde U1 está dada por la rela
ión (5.18). Luego se tiene

Û2 = Û1 ∗ δα0
, (5.23)

donde el produ
to de 
onvolu
ión es unidimensional. Finalmente se obtiene

V2(α, β) = V1 ∗ δα0
(α, β) = V1(α − α0, β) . (5.24)

En forma más explí
ita

V̂2(α, β) =
U0AL

λ2

sen
πA(α − α0)

λ
πA(α − α0)

λ

sen
πLβ

λ
πLβ

λ

. (5.25)

Sea θ0 el ángulo entre el eje z y el ve
tor de onda de la onda de ilumina
ión.

Si θ0 es pequeño se tiene α0 ≈ θ0. La onda in
idente se dedu
e de la onda

in
idente normal en una rota
ión de ángulo θ0 alrededor del eje y. Luego, el
espe
tro angular V2 se dedu
e de V1 en la misma rota
ión.
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Ejemplo 3. Se reemplaza la abertura del ejemplo 1 por una transparen
ia

de fun
ión de transmisión t tal que

t(x, y) =
1

2
(1 + cos 2πF0x) . (5.26)

La amplitud del 
ampo inmediatamente detrás de la transparen
ia es

U3(x, y) =
U0

2
(1 + cos 2πF0x) , (5.27)


uya transformada de Fourier (bidimensional) es

Û3(Fx, Fy) =
U0

2

[
δ(Fx, Fy) +

1

2
δ(Fx − F0, Fy) +

1

2
δ(Fx + F0, Fy)

]
. (5.28)

El espe
tro angular de la onda que atravesó la transparen
ia es

V3(α, β) =
U0

2λ2

[
δ

(
α

λ
,
β

λ

)
+

1

2
δ

(
α

λ
− F0,

β

λ

)
+

1

2
δ

(
α

λ
+ F0,

β

λ

)]

=
U0

2

[
δ(α, β) +

1

2
δ(α− λF0, β) +

1

2
δ(α+ λF0, β)

]
. (5.29)

La onda emergente está 
ompuesta por tres ondas planas: una es la

onda dire
ta y se propaga según z; las otras dos son �
onjugadas�: una

se propaga en la dire

ión (λF0, 0,
√
1− λ2F 2

0 ), la otra en la dire

ión

(−λF0, 0,
√
1− λ2F 2

0 ).

5.6 Propaga
ión del espe
tro angular

Se supone que z es la dire

ión de propaga
ión de la onda 
onsiderada. La

amplitud del 
ampo en el plano z = 0 es U(x, y), o más bien U(x, y, 0). Su

espe
tro angular es

V0(α, β) =
1

λ2

∫

R2

U(x, y, 0) exp

[
2iπ

λ
(αx+ βy)

]
dxdy , (5.30)

y apli
ando la transforma
ión de Fourier inversa se obtiene

U(x, y, 0) =

∫

R2

V0(α, β) exp

[
−2iπ

λ
(αx+ βy)

]
dα dβ . (5.31)

La amplitud del 
ampo sobre el plano paralelo a x�y a la distan
ia z del

origen es U(x, y, z), y su espe
tro angular es

Vz(α, β) =
1

λ2

∫

R2

U(x, y, z) exp

[
2iπ

λ
(αx + βy)

]
dxdy . (5.32)

Luego
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U(x, y, z) =

∫

R2

Vz(α, β) exp

[
−2iπ

λ
(αx + βy)

]
dα dβ . (5.33)

La fun
ión U satisfa
e la e
ua
ión de Helmholtz

2

(∆ es el lapla
iano y k el

módulo del ve
tor de onda)

∆U + k2U = 0 , (5.34)

que se es
ribe, tomando en 
uenta γ2 = 1− α2 − β2
y k = 2π/λ,

∫

R2

(
∂2

∂z2
+

4π2γ2

λ2

)
Vz(α, β) exp

[
−2iπ

λ
(αx + βy)

]
dα dβ = 0 . (5.35)

La integral en la e
ua
ión (5.35) es una integral de Fourier, y puede ser igual

a 
ero si, y solamente si,

(
∂2

∂z2
+

4π2γ2

λ2

)
Vz(α, β) = 0 . (5.36)

La e
ua
ión (5.36) es una e
ua
ión diferen
ial en z, y su integra
ión la rinde

a

Vz(α, β) = V0(α, β) exp

[
−2iπ

λ
zγ

]
, (5.37)

donde se retiene solamente la exponen
ial 
on el signo negativo que representa

la onda que se propaga en la dire

ión de z positiva. Se 
onstata que

la propaga
ión se tradu
e por un 
ambio de fase en 
ada 
omponente del

espe
tro angular.

Fre
uen
ia de 
orte. Lo anterior es válido si

1− α2 − β2 ≥ 0 . (5.38)

De lo 
ontrario γ se expresa 
omo γ = iκ, donde κ es real y negativo (κ > 0
no 
orresponde a la realidad, pues habría una ampli�
a
ión de la onda).

La onda se atenúa muy rápidamente, prá
ti
amente sobre un re
orrido del

orden de la longitud de onda, y por lo tanto se llama onda evanes
ente. Si se

utilizan las rela
iones (5.7) y (5.8), la rela
ión (5.38) se tradu
e en términos

de fre
uen
ias espa
iales en la forma

F ≤ 1

λ
, (5.39)

de tal modo que 1/λ 
orresponde al módulo de una fre
uen
ia de 
orte.

Esto signi�
a que una onda ele
tromagnéti
a de longitud de onda λ no

puede llevar informa
ión 
orrespondiente a detalles menores que λ (no la

puede llevar sobre una gran distan
ia). Sin embargo, 
abe notar que las

ondas evanes
entes son útiles en la prá
ti
a: se pueden re
uperar, por

ejemplo en mi
ros
opía en 
ampo 
er
ano, y pre
isamente tienen la ventaja

de representar detalles pequeños más allá de la fre
uen
ia de 
orte.

2
La e
ua
ión de Helmholtz es la e
ua
ión de propaga
ión para ondas mono
ro-

máti
as.
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La difra

ión�propaga
ión vista 
omo un �ltro lineal. Ahora se exa-

mina 
ómo el espe
tro angular permite abordar un problema de difra

ión.

De la amplitud del 
ampo U0 en el plano z = 0 se pasa al espe
tro angular

V0 (análisis espe
tral), y luego se 
onsidera el efe
to de la propaga
ión que se

limita a un desfase, lo 
ual está rela
ionado 
on la distan
ia de propaga
ión z.
La amplitud del 
ampo Uz a la abs
isa z se obtiene por una transforma
ión

de Fourier inversa a partir del espe
tro angular Vz (
on variables adaptadas).

Prá
ti
amente, para pasar del espe
tro angular V0 al espe
tro angular Vz

se multipli
a por la fun
ión Hz tal que

Hz(α, β) = exp

[
−2iπz

λ

√
1− α2 − β2

]
, si α2 + β2 ≤ 1 , (5.40)

Hz(α, β) = 0 , si α2 + β2 > 1 , (5.41)

la 
ual a
túa 
omo una fun
ión de transferen
ia en la forma

Vz(α, β) = Hz(α, β)V0(α, β) . (5.42)

Se 
on
luye que la difra

ión de un plano a otro es un �ltro lineal 
uya

des
rip
ión fre
uen
ial se ha
e por intermedio de Hz y del espe
tro angular.

Lo anterior 
orresponde al 
amino U0 → V0 → Vz → Uz del siguiente

diagrama (donde T.F. representa una transforma
ión de Fourier, y un 
ambio

de variables)

V0 Vz
×Hz

//

U0

V0

T.F.

��

U0 Uz
∗hz // Uz

Vz

OO

T.F.−1

Con variables espa
iales, la difra

ión se tradu
e por la 
onvolu
ión de la

amplitud del 
ampo U0 (en z = 0) 
on hz , el ante
edente de Fourier de la

fun
ión de transferen
ia Hz (tal que hz ⇋ Hz).

Nota 5.6.1 Ya se vio que Hz(α, β) no vale rigurosamente 0 si α2 + β2 > 1.
En este 
aso existen ondas evanes
entes, las 
uales se pueden despre
iar para

una propaga
ión a 
ierta distan
ia (grande 
on respe
to a la longitud de

onda). El resultado es equivalente a suponer Hz(α, β) = 0 si α2 + β2 > 1.





6. Elementos de ópti
a de Fourier

6.1 Transforma
ión de Fourier �ópti
a� (teoría metaxial)

Emisor y re
eptor esféri
os. Un problema general de ópti
a, y más gene-

ralmente de ele
tromagnétismo, se rela
iona 
on la transferen
ia del 
ampo

ele
tromagnéti
o desde un emisor hasta un re
eptor. En la teoría que se

expone a
á, los emisores y re
eptores se aproximan por 
asquetes esféri
os

1

.

El emisor puede ser un dispositivo que emite la luz, pero puede ser también

una esfera aérea que sirve de emisor se
undario. También el re
eptor puede

ser un dispositivo que dete
ta la luz, pero puede ser una esfera aérea que

re
ibe luz. Existen emisores y re
eptores reales o virtuales, 
omo es habitual

en ópti
a.

Ante todo, hay que saber 
omo lo
alizar un punto sobre un 
asquete

esféri
o A de vérti
e V y 
entro de 
urvatura C. El radio de 
urvatura de A
es RA = V C (�g. 6.1), y puede ser positivo o negativo según la 
onvexidad

del 
asquete.

x

y

r

C

m M

V

AP

RA

Figura 6.1. Coordenadas sobre un 
asquete

esféri
o A.

Sea P el plano tangente a A en su vérti
e V ; seaM un punto de A y seam
su proye

ión ortogonal sobre P (�g. 6.1). Se eligen 
oordenadas ortogonales

1
El uso de 
asquetes esféri
os ne
esita aproxima
iones de segundo orden 
on res-

pe
to a las variables transversales. Las aproxima
iones de primer orden 
orres-

ponden a la ópti
a geométri
a paraxial; 
omo es mayor de un orden, se habla de

ópti
a metaxial [4℄.
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x e y sobre P , de tal modo que al puntom, de 
oordenadas (xm, ym) se aso
ia
el ve
tor r = (xm, ym). Si A es menos que media esfera, el punto m es la

proye

ión de un solo punto de A: el punto M ; resulta que las 
oordenadas

de m pueden servir también de 
oordenadas para M . Luego se es
ribe para

la amplitud del 
ampo en M (teoría es
alar)

U(M) = UA(xm, ym) = UA(r) , (6.1)

donde el índi
e A indi
a que se 
onsidera el 
ampo en el punto de 
oordenadas

(xm, ym) sobre la esfera A; esto permite evitar la 
onfusión 
on el 
ampo en

m que es

U(m) = UP (xm, ym) = UP (r) . (6.2)

Difra

ión de Fraunhofer. Sea un emisor A de vérti
e V , 
entro C, radio
RA; y sea F la esfera de 
entro V y vérti
e C (�g. 6.2). Se toman 
oordenadas

r = (x, y) sobre A y s = (ξ, η) sobre F . Se muestra que entre la amplitud

del 
ampo UA sobre A y UF sobre F existe la rela
ión siguiente

2

[4℄

UF (s) =
i

λRA
ÛA

(
s

λRA

)
=

i

λRA

∫

R2

exp

[
2iπ

λRA
r · s

]
UA(r) dr . (6.3)

r

A F

C

s

V

RA

Figura 6.2. Casquete esféri
o A y su esfera de Fou-

rier. Se pasa de la amplitud del 
ampo sobre A a la

amplitud sobre F por una transforma
ión de Fourier

ópti
a (difra

ión de Fraunhofer).

La transferen
ia del 
ampo de A ha
ia F 
orresponde a un fenómeno

de difra

ión de Fraunhofer. Se tradu
e matemáti
amente por una

transforma
ión de Fourier 
omo lo muestra la rela
ión (6.3). En la realidad la

transformada de Fourier de UA es ÛA(F ) donde F es una fre
uen
ia espa
ial

y para obtener UF se utilizan variables redu
idas, es de
ir que se reemplaza

F por s/λRA. Por lo tanto hablamos de transforma
ión de Fourier ópti
a

(se in
luye el 
ambio de variables).

La esfera F se llama esfera de Fourier de A. Si A es un plano, la esfera

F está en el in�nito y se habla de difra

ión al in�nito.

En 
on
lusión, se observa que en la situa
ión de la �gura 6.2 la sola

propaga
ión de las ondas ele
tromagnéti
as realiza una transforma
ión de

Fourier. Otra manera de de
ir las 
osas: la propaga
ión de las ondas

ele
tromagnéti
as realiza naturalmente un análisis armóni
o de la amplitud

del 
ampo sobre el emisor.

2
En la rela
ión (6.3) no se es
ribe un término de fase de la forma exp[−2iπRA/λ]
que representa un retraso debido al tiempo de propaga
ión de la luz de V a C.



6.1 Transforma
ión de Fourier �ópti
a� (teoría metaxial) 55

Difra

ión de Fresnel. Se trata de expresar la transferen
ia de la amplitud

del 
ampo de un emisor esféri
o 
ualquiera A ha
ia un re
eptor esféri
o


ualquiera B, a la distan
ia D.

Considérese primero un 
aso parti
ular: A y B son tangentes (�g. 6.3),

es de
ir D = 0. Se muestra la rela
ión [4℄

UB(r) = UA(r) exp

[
− iπ

λ

(
1

RB
− 1

RA

)
r2
]
, (6.4)

y se di
e que se pasa de A a B por una transparen
ia de 
urvatura.

A B

RA RB

Figura 6.3. Se pasa de A a B por una

transparen
ia de 
urvatura.

El 
aso general se des
ribe de la manera siguiente. Sea A′
la esfera

tangente a A y 
entrada sobre B (�g. 6.4). Su radio de 
urvatura es RA′ = D.

Sea F la esfera de Fourier de A′
(su radio es RF = −D): es tangente a B y


entrada sobre A. La transferen
ia de la amplitud del 
ampo de A ha
ia B
se ha
e en las tres etapas siguientes

1. Transparen
ia de 
urvatura de A ha
ia A′
.

2. Transforma
ión de Fourier ópti
a de A′
ha
ia F .

3. Transparen
ia de 
urvatura de F ha
ia B.

D

V V ′

RA

B
FA′A

RB

Figura 6.4. Difra

ión de Fresnel. La transferen
ia general por difra

ión de

un emisor 
ualquiera A ha
ia un re
eptor 
ualquiera B es el produ
to de una

transparen
ia de 
urvatura de A ha
ia A′
, de una transforma
ión de Fourier ópti
a

de A′
ha
ia F , y de otra transparen
ia de 
urvatura de F ha
ia B.



56 6. Elementos de ópti
a de Fourier

Matemáti
amente, la 
omposi
ión de las tres etapas anteriores lleva a

UB(s) =
i

λD
exp

[
− iπ

λ

(
1

RB
+

1

D

)
s2
]

(6.5)

×
∫

R2

exp

[
− iπ

λ

(
1

D
− 1

RA

)
r2
]
exp

[
2iπ

λD
r·s

]
UA(r) dr .

Se habla de fenómeno de difra

ión de Fresnel: la diferen
ia 
on la

difra

ión de Fraunhofer se debe al término de fase 
uadráti
a que �gura

en la integral de la rela
ión (6.5). Se nota que la transforma
ón de Fourier es

la parte 
entral de la propaga
ión del 
ampo. Los términos de fase 
uadráti
a

sirven para una adapta
ión lo
al de las 
urvaturas; pero es la transforma
ión

de Fourier ópti
a que ha
e pasar del 
ampo alrededor de V al 
ampo alrededor

de V ′
.

Montajes. La �gura 6.5 muestra el esquema de un montaje de observa
ión

de la transformada de Fourier ópti
a de una fun
ión (bidimensional). La

fuente S es mono
romáti
a (longitud de onda λ) y su imagen a través del

objetivo L es S′
. La fun
ión de transmisión de la transparen
ia T es t. La

amplitud del 
ampo sobre la esfera A, tangente a T y 
entrada en S′
, es

UA(x, y) = U0 t(x, y) , (6.6)

donde U0 es una 
onstante dimensional. La esfera de Fourier de A es la esfera

F que pasa por S′
y que está 
entrada sobre T (o A). La transferen
ia del


ampo de A ha
ia F 
orresponde a un fenómeno de difra

ión de Fraunhofer

que se tradu
e por una transforma
ión de Fourier en la forma

UF (ξ, η) =
i

λD
ÛA

(
ξ

λD
,

ξ

λD

)
=

iU0

λD
t̂

(
ξ

λD
,

ξ

λD

)
, (6.7)

donde D es la distan
ia de T a F .

La amplitud del 
ampo sobre el plano P que pasa por S′
se dedu
e de la

amplitud del 
ampo sobre F por una transparen
ia de 
urvatura. Por lo tanto

D

S S′

L

T F PA

Figura 6.5. Unmontaje para observar la difra

ión de Fraunhofer. La amplitud del


ampo sobre la esfera F es propor
ional a la transformada de Fourier de la fun
ión

de transmisión de la transparen
ia T , y esto tradu
e un fenómeno de difra

ión de

Fraunhofer entre A y F .
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la ilumina
ión

3

sobre P es igual a la ilumina
ión sobre F y es propor
ional

al 
uadrado de la transformada de Fourier de la fun
ión t; se tiene

IP (ξ, η) = IF (ξ, η) =
|U0|2
λ2D2

∣∣∣∣t̂
(

ξ

λD
,

ξ

λD

)∣∣∣∣
2

, (6.8)

es de
ir, la �gura de difra

ión que se observa sobre P es la misma que la

que se observa sobre F .

La �gura 6.6 muestra un montaje alternativo al de la �gura 6.5. El

objetivo C sirve de 
olimador (produ
e una imagen de la fuente a in�nito).

Para simpli�
ar, el objetivo L se representa 
omo una lente delgada de

distan
ia fo
al f ′ = OF ′
, donde F ′

es el fo
o imagen. La imagen de la

fuente S a través de C y L está en F ′
. La transparen
ia T está 
olo
ada en

el plano fo
al objeto de L (que pasa por el fo
o objeto F ).
La amplitud del 
ampo sobre el plano fo
al imagen de L (plano P) es

propor
ional a la transformada de Fourier de la fun
ión de transmisión t de
la transparen
ia T . Se tiene

UP (ξ, η) =
iU0

λf ′
t̂

(
ξ

λf ′
,

ξ

λf ′

)
, (6.9)

donde U0 es una 
onstante dimensional.

En el montaje de la �gura 6.6, la transforma
ión de Fourier se realiza de

plano a plano.

T

L

P

C

S F O F ′

Figura 6.6. Un montaje alternativo para observar la transformada de Fourier de

la fun
ión de transmisión de la transparen
ia T . La amplitud del 
ampo sobre el

plano P es propor
ional a la transformada de Fourier de la amplitud sobre T .

3
Los dete
tores ópti
os son 
uadráti
os: no son sensibles dire
tamente a la

amplitud del 
ampo sino a la ilumina
ión aso
iada, la 
ual es propor
ional al

módulo al 
uadrado de la amplitud del 
ampo y se mide en W/m

2
. Denominamos

intensidad vibratoria el 
uadrado del módulo de la amplitud del 
ampo. Mu
has

ve
es se 
onfunden ilumina
ión e intensidad vibratoria.
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6.2 Forma
ión de las imágenes 
on luz 
oherente

Imagen 
oherente. En mu
hos 
asos los sistemas ópti
os sirven para

formar imágenes. En el sentido 
omún, una imagen es una 
opia del objeto;

matemáti
amente, la imagen se dedu
e del objeto en una homote
ía. En

ópti
a, el fa
tor de la homote
ía es el aumento transversal (véase la se

ión

2.1). Si se trabaja 
on luz 
oherente (luz emitida por un laser) la amplitud

de la imagen debe ser una 
opia de la amplitud del objeto. Por lo tanto

la fase en 
ualquier punto de la imagen debe ser igual a la fase del punto


orrespondiente sobre el objeto.

Luego se llega al resultado siguiente. Sea S un sistema ópti
o 
entrado

(una lente, un objetivo) y sea A un emisor en el espa
io objeto, de vérti
e V
y 
entro de 
urvatura C (�g. 6.7).

La esfera A′
de vérti
e V ′

y 
entro C′
es la esfera imagen (o imagen


oherente) de A si, y solamente si:

� V ′
es la imagen paraxial de V ;

� C′
es la imagen paraxial de C;

se di
e que hay �doble 
onjuga
ión�. La 
onjuga
ión de los vérti
es es la


ondi
ión que se en
uentra también en la ópti
a geométri
a paraxial para

ubi
ar la posi
ión de la imagen. La 
onjuga
ión de los 
entros de 
urvatura

es propiamente una 
ondi
ión 
oherente (o metaxial): es la ne
esidad de

respetar la fase en el pro
eso de forma
ión de una imagen que impone una


urvatura adaptada para la esfera A′
.

Llamamos imagen geométri
a a la imagen obtenida sobre A′
. Su amplitud

es

UAG(r
′) = UA′(r′) =

1

gv
UA

(
r′

gv

)
, (6.10)

donde gv es el aumento transversal en los vérti
es.

El resultado anterior justi�
a el empleo de emisores y re
eptores esféri
os.

De he
ho, sea S un sistema 
entrado 
on fo
os, y sea un objeto plano A que

pasa por V (�g. 6.8). ¾Cuál es la imagen A′
de A? Por 
onjuga
ión de los

vérti
es se obtiene que A′
pasa por V ′

, la imagen paraxial de V . Además,

A

C

A′

C′SV V ′

Figura 6.7. Imagen 
oherente por un sistema 
entrado 
ualquiera S . Hay una

doble 
onjuga
ión de los vérti
es y de los 
entros de 
urvatura, entre A y su imagen

A′
.
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omo A es un plano, su 
entro de 
urvatura está en el in�nito; luego, por


onjuga
ión de los 
entros de 
urvatura, se obtiene que el 
entro de 
urvatura

de A′
está en el fo
o imagen F ′

del sistema S. Es de
ir que A′
es propiamente

una esfera. La forma
ión de una imagen 
oherente no puede ser de plano a

plano (para un sistema 
on fo
os). De ahí la ne
esidad de introdu
ir 
asquetes

esféri
os; éstos in
luyen los planos 
omo 
asos parti
ulares. Solamente un

sistema afo
al da una imagen plana de un objeto plano.

F ′

F

A A′

V V ′S

Figura 6.8. La imagen 
oherente de un emisor plano por un sistema 
entrado 
on

fo
os es una esfera 
entrada en el fo
o imagen del sistema.

Efe
to de la pupila. En realidad, los sistemas ópti
os tienen una extensión

transversal limitada: existe una abertura que limita los �rayos� originados

en el objeto que pueden pasar a través del sistema. Se llama pupila a esa

abertura. Se des
ribe la pupila por la fun
ión pupila p que vale 1 sobre la

pupila y 0 por fuera (la fun
ión pupila es la fun
ión de transparen
ia de

la pupila); más generalemente puede ser una fun
ión de fase en la forma

p(x, y) = exp[−iπϕ(x, y)].
Sea A un objeto a la distan
ia d de la pupila (d se toma de la pupila hasta

el objeto), y sea A′
la esfera imagen de A. Se introdu
e la fun
ión h, de�nida

por

4

h(r) =
1

λ2d2
p̂

( r

λd

)
. (6.11)

Debido a la difra

ión por la pupila, se muestra que la amplitud del 
ampo

sobre A′
no es UAG tal 
omo apare
e en la rela
ión (6.10) sino

UA′ = h ∗ UAG , (6.12)

es de
ir

UA′(r′) =

∫

R2

UAG(r)h(r
′ − r) dr . (6.13)

La imagen �físi
a� se obtiene ha
iendo el produ
to de 
onvolu
ión de

la amplitud de la imagen geométri
a 
on una fun
ión propor
ional a la

transformada de Fourier de la fun
ión pupila

5

.

4
En realidad, el aumento transversal en los vérti
es gv apare
e en la expresión de

h(r) [4℄; no lo es
ribimos para simpli�
ar.

5
En todo rigor, este resultado vale solamente si A está 
entrada sobre la pupila.

En otros 
asos, es una aproxima
ión [4℄.
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La fun
ión h apare
e 
omo una respuesta de impulso, y el sistema S 
omo

un �ltro lineal (espa
ial).

En resumen, un objetivo es un �ltro lineal 
uya respuesta de impulso es

la transformada de Fourier de la fun
ión pupila (aparte de un 
ambio de

variable). Este resultado es un gran 
lási
o de la ópti
a moderna.

Filtrado de las fre
uen
ias espa
iales por un objetivo. Puesto que un

objetivo es un �ltro lineal, se puede des
ribir su efe
to en el dominio de las

fre
uen
ias espa
iales, e introdu
ir su fun
ión de transferen
ia. Por de�ni
ión

es la fun
ión H , la transformada de Fourier

6

de la respuesta de impulso h

h ⇋ H . (6.14)

Como h es la transformada de Fourier de la fun
ión pupila, la fun
ión H es la

fun
ión pupila, aparte un 
ambio de signo de la variable. Más pre
isamente,

se dedu
e de la rela
ión (6.11)

H(F ) = p(−λdF ) . (6.15)

El resultado anterior tiene una interpreta
ión sen
illa que es la siguiente:

sea F una fre
uen
ia espa
ial del objeto; le 
orresponde la fre
uen
ia angular

Φ = λF . Sean O el 
entro del objeto, P el 
entro de la pupila, y M el punto

de la pupila tal que

OM = OP −Φd = OP − λF d , (6.16)

es de
ir que la re
ta OM está paralela a la dire

ión de propaga
ión de la

onda plana aso
iada 
on F (hay un signo menos en la rela
ión anterior porque

d = PO < 0). En el plano de la pupila, las 
oordenadas de M son dadas por

el ve
tor

OM = r = −λdF . (6.17)

Dos 
asos se presentan, resumidos por la �gura 6.9:

1. Si M está en la pupila, tenemos p(r) = 1, por de�ni
ión de la fun
ión

pupila. Luego H(F ) = 1, 
omo 
onse
uen
ia de la rela
ion (6.15). La

fre
uen
ia espa
ial está resuelta por el objetivo: el 
ampo elemental

aso
iado 
on F , de la forma exp[−2iπF ·s], está transmitido por el

objetivo.

2. Si M está por fuera de la pupila, p(r) = 0 y luego H(F ) = 0. La

fre
uen
ia espa
ial F no está resuelta por la pupila. El 
ampo elemental

aso
iado 
on esta fre
uen
ia no está transmitido.

En 
onse
uen
ia, un objetivo es un �ltro lineal pasabajo. Si la pupila es

anular (es el 
aso de un teles
opio 
on o
ulta
ión 
entral), el sistema es un

�ltro pasabanda.

6
Es una transforma
ión de Fourier bidimensional, 
on variables espa
iales.
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Pupila

Objeto

Pupila

Objeto

r

O

M r

P P

M

Figura 6.9. A la izquierda: el rayo OM entra en la pupila; la fre
uen
ia espa
ial

aso
iada 
on la dire

ión OM está resuelta por el objetivo. A la dere
ha: OM no

entra en la pupila; la fre
uen
ia espa
ial no está resuelta.

En el pro
eso de la forma
ión de una imagen, hay un �ltrado de las

fre
uen
ias espa
iales del objeto, el 
ual se realiza en el plano de la pupila. La

imagen tiene ne
esariamente una resolu
ión limitada porque las fre
uen
ias

espa
iales altas no estan transmitidas por el objetivo. Se tiene a
á una razón

fundamental por la 
ual se bus
a 
onstruir objetivos 
on la abertura más

grande posible para tener gran resolu
ión. En la prá
ti
a, la fabri
a
ión de

un instrumento 
on gran abertura es di�
il porque las aberra
iones aumentan


on la abertura (la aberra
ión esféri
a en parti
ular).

6.3 Filtrado de las fre
uen
ias espa
iales

El �ltrado de la fre
uen
ias espa
iales por un objetivo es un 
aso parti
ular

de un pro
eso más general que se des
ribe en la presente se

ión a través de

varios ejemplos.

Prin
ipio. La �gura 6.10 muestra un montaje de �ltrado de las fre
uen
ias

espa
iales.

El objeto es una transparen
ia 
uya fun
ión de transmisión es una fun
ión


uadrada periódi
a. La fuente S es mono
romáti
a. Los objetivos L1 y L2 se

representan 
omo lentes delgadas para simpli�
ar. El objetivo L1 proye
ta la

fuente S sobre L2, en S′
. El objeto a �ltrar se 
olo
a sobre L1 (en O) y está

iluminado en luz 
onvergente, de tal modo que su transformada de Fourier

ópti
a se forma sobre la esfera F tangente a L2 y 
entrada en O. Es de
ir

que se �materializa� el espe
tro del objeto en el plano

7

de L2 y es en este

plano que se 
olo
a el �ltro. El objetivo L2 forma la imagen del objeto en

O′
, la imagen paraxial de O.

7
Es 
ómodo llamar plano de Fourier el plano de la lente L2, aunque la

transformada de Fourier del objeto se forma sobre la esfera de Fourier F . La

ilumina
ión es la misma sobre este plano que sobre la esfera de Fourier
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Imagen

�ltrada

Objeto

Filtro

L1 L2

O O′

A
F A′

S S′

d


b
a

Figura 6.10. Filtrado ópti
o de las fre
uen
ias espa
iales 
orrespondiente a las

�guras 6.11 y 6.12. El �ltro se 
olo
a en el �plano de Fourier� del objeto, es de
ir

sobre el objetivo L2. (a) Objeto. (b) Espe
tro. (
) Filtro. (d) Imagen del objeto

�ltrado.

Cabe notar que el pro
eso de �ltrado 
on
ierne la amplitud del 
ampo y

su transformada de Fourier. Sin embargo en la �gura 6.11 se representan la

intensidad vibratoria del objeto (su per�l es una fun
ión 
uadrada periódi
a

8

,

según un eje x) y su espe
tro, es de
ir, el módulo al 
uadrado de su

transformada de Fourier (bidimensional). El objeto se 
onsidera 
omo

in�nito, de tal manera que su espe
tro se 
ompone de puntos repartidos

periódi
amente sobre el eje Fx. Si p es el periodo fundamental del objeto, el

periodo de su espe
tro es 1/p.

Fy

Fx

1/p

p
y

x

Figura 6.11. Un objeto 
uyo per�l es una fun
ión 
uadrada periódi
a (a la

izquiera) y su espe
tro (módulo al 
uadrado, a la dere
ha).

8
En este 
aso parti
ular, la amplitud del 
ampo sobre el objeto se representa por

la misma fun
ión que su intensidad vibratoria, aparte un fa
tor dimensional.
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En términos generales, el análisis del �ltrado es el siguiente. Si t es la

fun
ión de transmisión del objeto, la amplitud del 
ampo sobre la esfera A
tangente al objeto y 
entrado en S′

(�g. 6.10) es

UA(r) = U0 t(r) , (6.18)

donde U0 es una 
onstante dimensional. La amplitud del 
ampo sobre la

esfera de Fourier F es

UF (s) =
−iU0

λd
t̂
(
− s

λd

)
, (6.19)

donde d = S′O. (Los signos menos en la rela
ión (6.19) se deben a que el

radio de 
urvatura de A es RA = −d.) La imagen de la esfera F es la esfera

F ′
tangente a L2 y 
entrada en O′

; la amplitud del 
ampo sobre F ′
es

UF ′(s) = UF (s) . (6.20)

Finalmente, la amplitud del 
ampo sobre la esfera imagen A′
(
entrada sobre

L2 y que pasa por O′
) es

UA′(r′) =
i

λd′
ÛF ′

(
r′

λd′

)
. (6.21)

donde d′ = S′O′
.

Si no hay �ltro sobre L2, las rela
iones (6.19), (6.20) y (6.21) llevan a

UA′(r′) = U0
d

d′
t

(
r′ d

d′

)
=

1

a
t

(
r′

a

)
, (6.22)

donde a = d′/d es el aumento transversal de la 
onjuga
ión entre O y O′
. La

amplitud del 
ampo sobre A′
es la imagen de la fun
ión de transmisión del

objeto.

En lo anterior se supone que las aberturas de los objetivos son

su�
ientemente grandes para no limitar las fre
uen
ias espa
iales de los

objetos estudiados.

El �ltro modi�
a la parte del espe
tro del objeto que pasa a través de L2

y por tanto 
ambia el aspe
to de la imagen que se obtiene. Por ejemplo, si se

�ltra el espe
tro 
omo lo muestra la �gura 6.12�a, se dejan pasar solamente

dos puntos laterales distantes de 1/p del punto 
entral. La amplitud del


ampo sobre la esfera imagen A′

entrada sobre L2 se des
ribe por la fun
ión

t1(x
′, y′) = cos

2πx′

p
, (6.23)

aparte de un fa
tor de homote
ía (el aumento transversal se supone tal que

|a| = 1). La ilumina
ión sobre esa esfera es igual a la ilumina
ión sobre el

plano ortogonal al eje ópti
o que pasa por O′
, y es propor
ional a
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2/p

1/p

Fx

Fx

Fy

Fy

a




b

d

Figura 6.12. Filtrado del objeto de la �g. 6.11. (a) y (
) Filtros. (b) y (d)

Imágenes del objeto �ltrado.

|t1(x′, y′)|2 = cos2
2πx′

p
=

1

2

(
1 + cos

4πx′

p

)
. (6.24)

La �gura 6.12�b muestra el aspe
to de la imagen �ltrada. Hay un fondo

uniforme y una modula
ión senoidal de fre
uen
ia doble de la fre
uen
ia

fundamental del objeto ini
ial, 
omo lo muestra la rela
ión (6.24).

El �ltro de la �gura 6.12�
 deja pasar dos puntos distantes de 2/p del

punto 
entral. La �gura 6.12�d muestra la imagen obtenida, 
uya amplitud

es propor
ional

t2(x, y) = cos
4πx

p
. (6.25)

y 
uya ilumina
ión es propor
ional a

|t2(x, y)|2 =
1

2

(
1 + cos

8πx

p

)
. (6.26)

Ejemplo. La �gura 6.13 muestra 
omo se modi�
a una imagen 
uando se

�ltran las fre
uen
ias espa
iales. La �gura 6.13�
 muestra que el �ltro (el


uadrado os
uro en el 
entro de la �gura) quita las fre
uen
ias espa
iales

bajas; por lo tanto el �ltro 
onsiderado es un �ltro (lineal) pasaalto. La �gura

6.13�d muestra la imagen �ltrada. Solamente apare
en las altas fre
uen
ias

espa
iales. En prá
ti
a apare
en los 
ontornos de la imagen ini
ial. Este

tipo de �ltrado es 
omparable a la té
ni
a de la estrios
opia, estudiada más

adelante y que se apli
a a objetos de fase.

La �gura 6.14 muestra el montaje ópti
o de �ltrado de las fre
uen
ias

espa
iales. Es el mismo que el montaje de la �g. 6.10; solamente 
ambia el

�ltro.
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a

b


 d

Figura 6.13. Filtrado de las fre
uen
ias espa
iales. (a) Fotografía original; (b)

Espe
tro (módulo al 
uadrado) ; (
) Espe
tro �ltrado por un �ltro pasaalto; (d)

Imagen �ltrada.

Imagen

�ltrada

Objeto

Filtro

S

L1 L2

O O′

Figura 6.14. Filtrado ópti
o de las fre
uen
ias espa
iales, 
orrespondiente a la

�gura 6.13. El montaje es el mismo que en la �g. 6.10, sólo 
ambia el �ltro.

Se pueden 
olo
ar varios tipos de �ltros en el �plano� de Fourier. Se

muestra el efe
to de unos en los párrafos siguientes.

Filtro pasabajo. La �gura 6.15 muestra un ejemplo de �ltro lineal pasabajo.

A la fotografía original se añadieron unas lineas horizontales y verti
ales (�g.

6.15-a) que se tradu
en en el espa
io de Fourier por una 
onvolu
ión del

espe
tro ini
ial 
on una peinilla de Dira
 (�g. 6.15-b). Un �ltro pasabajo

(�g. 6.15-
) deja pasar solamente la parte 
entral del espe
tro que se 
onfunde


on el espe
tro de la fotografía ini
ial, la 
ual se re
upera en la imagen �nal

(�g. 6.15-d).
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a b

d




Figura 6.15. Efe
to de un �ltro pasabajo sobre la imagen de un objeto (simula
ión

numéri
a). Aquí se quitan las lineas horizontales y verti
ales del objeto ini
ial.

(a) Original; (b) Espe
tro (módulo al 
uadrado); (
) Filtro pasabajo; (d) Imagen

�ltrada.

Filtro parabóli
o. Un �ltro de transparen
ia parabóli
a permite obtener

en el plano de la imagen el lapla
iano del la fun
ión de transmisión del objeto.

Es una 
onse
uen
ia de las siguientes rela
iones. De

U(x, y) ⇋ Û(Fx, Fy) , (6.27)

se dedu
e

∂2U

∂x2
(x, y) ⇋ −4π2 F 2

x Û(Fx, Fy) , (6.28)

y luego (∆ es el lapla
iano en dos dimensiones)

∆U(x, y) =
∂2U

∂x2
(x, y)+

∂2U

∂y2
(x, y) ⇋ −4π2 (F 2

x +Fy
2) Û(Fx, Fy) . (6.29)

a b

Figura 6.16. Efe
to de un �ltro parabóli
o (simula
ión númeri
a): (a) Imagen

original; (b) Imagen �ltrada. Se invertió el 
ontraste para mejor visibilidad.
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Multipli
ar la transformada de Fourier bidimensional de U por −4π2F 2
es

equivalente a apli
ar el operador lapla
iano a U .

La imagen obtenida por esa té
ni
a se 
ompone de los 
ontornos del objeto

ini
ial (véase la �g. 6.16).

Filtro inverso. La �gura 6.17�a muestra una imagen borrosa que 
orres-

ponde por ejemplo a un movimiento de la 
ámara fotográ�
a durante la

exposi
ión. Si el movimiento 
orresponde a un desplazamiento re
tilíneo de

amplitud ℓ y si U representa la imagen que se esperaba (es de
ir, sin mover),

se grava en realidad

U1(x, y) =
[
U(x′, y′) ∗ rectℓ(x′) δ(y′)

]
(x, y) , (6.30)

a 
ondi
ión de eligir el eje x según el desplazamiento. Por transforma
ión de

Fourier se obtiene

Û1(Fx, Fy) = Û(Fx, Fy)
senπℓFx

πFx
. (6.31)

Se puede re
uperar U a partir de U1 por un �ltro inverso: se multipli
a

la transformada de Fourier de U1 por πFx/ senπℓFx.

Surge un problema: la fun
ión Fx 7−→ πFx/ senπℓFx tiene polos, es

de
ir, es in�nita si Fx = q/ℓ, donde q es un número entero. En 
onsequen
ia

el �ltro inverso ideal no existe; pero se puede aproximar: en la ve
indad de


ada polo se toma igual a 
ero la fun
ión de transmisión del �ltro. La �gura

6.17 muestra el resultado que se puede obtener por este método.

a b

Figura 6.17. Mejoramiento de una imagen borrosa por un �ltro inverso.

Estrios
opia. El montaje de la �gura 6.14 es un montaje general de �ltrado

ópti
o. Cuando el �ltro es una pequeña pantalla ópa
a, se obtiene un montaje

de estrios
opia: permite eliminar las bajas fre
uen
ias de un objeto y ha
er

sobresalir los detalles. La té
ni
a de la estrios
opia se emplea para ver objetos

de fase, es de
ir objetos 
uya fun
ión de transparen
ia se e
ribe 
omo

t(x, y) = e−iϕ(x,y) . (6.32)
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Un objeto de fase no es visible porque su intensidad vibratoria es una


onstante: el 
ampo emergente del objeto iluminado por una onda plana se

es
ribe

U(x, y) = U0 t(x, y) , (6.33)

y por tanto I(x, y) = |U(x, y)|2 = |U0|2.
La fun
ión de fase ϕ se des
ompone en dos fun
iones ϕ1 y ϕ2 
uyos

espe
tros tienen dominios 
omplementarios. Se es
ribe

ϕ(x, y) = ϕ1(x, y) + ϕ2(x, y) , (6.34)


on

ϕ̂1(Fx, Fy) = 0 , si Fx
2 + Fy

2 ≥ F0
2 , (6.35)

ϕ̂2(Fx, Fy) = 0 , si Fx
2 + Fy

2 < F0
2 , (6.36)

donde F0 es una 
onstante. Si las varia
iones de la fase son pequeñas, se

es
ribe la amplitud del objeto en la forma

U(x, y) ≈ U0 [1− iϕ(x, y)] = U0 [1− iϕ1(x, y)− iϕ2(x, y)] , (6.37)

y luego

Û(Fx, Fy) ≈ U0

[
δ(Fx, Fy)− iϕ̂1(Fx, Fy)− iϕ̂2(Fx, Fy)

]
. (6.38)

El �ltro opa
o se ajusta para dejar pasar solamente la parte del espe
tro que


orresponde a ϕ2 (que 
ontiene las altas fre
uen
ias). Todo pasa 
omo si se

tuviera un objeto 
uya transformada de Fourier es

ÛF (Fx, Fy) = −U0 iϕ̂2(Fx, Fy)] . (6.39)

La amplitud de la imagen �ltrada se es
ribe

UF (x
′, y′) = U0 ϕ2(x

′, y′) , (6.40)

a parte de un posible término de fase y de un aumento transversal. La fun
ión

ϕ2 
ontiene las fre
uen
ias espa
iales más altas del objeto ini
ial, es de
ir,

lo detalles más �nos del objeto. La ilumina
ión (intensidad vibratoria) de la

imagen �ltrada es

IF (x
′, y′) = |U0|2 |ϕ2(x

′, y′)|2 , (6.41)

y no es más 
onstante. Finalemente se observan, en el plano de la imagen,

los detalles del objeto de fase ini
ial.
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Contraste de fase. El mismo prin
ipio de la espe
tros
opía se apli
a al


ontraste de fase (inventado por F. Zernike en 1935, premio Nobel de físi
a

en 1953): se reemplaza la pantalla opa
a por una lamina de fase (la diferen
ia

de fase introdu
ida vale π/2); la imagen �nal es más luminosa que la que se

obtiene en estrios
opia. La �gura 6.18 muestra un ejemplo. Normalmente un

objeto de fase ½no se ve! Por tanto, para dar una idea del objeto, se representa

su fase, aproximada por 0 (parte os
uras) ó π (parte blan
as), véase la �g.

6.18�a.

La mayoría de los mi
ros
opios que se utilizan en biología tienen por


onstru

ión un dispositivo de 
ontraste de fase (o a ve
es de 
ontraste

interferen
ial).

a b 


Figura 6.18. Imagen obtenida por la té
ni
a del 
ontraste de fase (simula
ión

numéri
a): (a) Objeto; (b) Espe
tro y �ltro de fase (el �ltro o
upa el espa
io del

pequeño 
uadro os
uro al 
entro de la �gura); (
) Imagen �ltrada.





7. Espe
tro angular esféri
o

7.1 No
ión de espe
tro angular esféri
o

La no
ión de espe
tro angular esféri
o es una generaliza
ión del espe
tro

angular a emisores y re
eptores esféri
os tal 
omo se en
uentran en la ópti
a

metaxial. Su introdu

ión re
iente

1

permite resolver una paradoja que se

en
uentra en la teoría 
lási
a de la forma
ión de las imágenes.

Sea UA la amplitud del 
ampo sobre un emisor (o re
eptor) esféri
o A.

Se de�ne el espe
tro angular esféri
o de la amplitud del 
ampo sobre A por

WA(Φ) =
1

λ2
ÛA

(
Φ

λ

)
. (7.1)

Formalmente, la rela
ión (7.1) no es más que la rela
ión (5.16); lo que 
ambia

ahora es que el emisor es esféri
o, y antes era un plano (véase el 
apítulo 5).

El ve
tor Φ es la fre
uen
ia angular y F = Φ/λ es la fre
uen
ia espa
ial


orrespondiente sobre el emisor (o re
eptor).

La rela
ión (7.1) se invierte y lleva a

UA(r) =

∫

R2

WA(Φ) exp

[
−2iπ

λ
Φ·r

]
dΦ , (7.2)

que muestra que la amplitud del 
ampo sobreA es la superposi
ión de 
ampos

elementales de la forma exp[−(2iπ/λ)Φ·r].
¾Qué representa una amplitud exp[−(2iπ/λ)Φ·r] sobre A? Se muestra

que es la amplitud del 
ampo generado sobre A por la onda esféri
a que


onverge al punto s = RAΦ de la esfera de Fourier de A (�g. 7.1).

En 
onse
uen
ia, la rela
ión (7.2) lleva a 
onsiderar la onda emitida por

A 
omo la suma ponderada de ondas esféri
as que 
onvergen sobre la esfera

de Fourier de A.

Si A se vuelve un plano, el espe
tro angular esféri
o se vuelve el espe
tro

angular (plano) tal 
omo se estudió en el 
apítulo 5.

1
Véase: P. Pellat-Finet, P.-E. Durand, �La notion de spe
tre angulaire sphérique�,

Comptes Rendus Physique 7 (2006) 457�463; P. Pellat-Finet, P.-E. Durand, É.

Fogret, �Spheri
al angular spe
trum and the fra
tional Fourier transform�, Opti
s

Letters 31 (2006) 3429�3431.
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FA

RAΦ

RA

V C

Figura 7.1. La amplitud exp[−(2iπ/λ)Φ·r]
sobre A es la amplitud de la onda esféri
a que


onverge al punto RAΦ de la esfera de Fourier

de A.

7.2 Apli
a
ión al estudio de la forma
ión de las

imágenes

Existe una paradoja en la teoriá 
lási
a de la forma
ión de las imágenes tal


omo se formuló en el 
apítulo 6 que se puede entender a partir de la �gura

7.2. Sean dos objetos planos A y B, este último estando más alejado del

objetivo S. Se 
onsidera una misma fre
uen
ia espa
ial F sobre A y sobre

B. Se apli
a el método de la se

ión 6.2 para saber si el sistema resuelve a

F . Primero se aso
ia a F una dire

ión de propaga
ión que ha
e el ángulo θ

on el eje ópti
o z del objetivo. Se supone que el objetivo resuelve a F sobre

A y no sobre B, tal 
omo lo muestra la �gura 7.2: el rayo que pasa por el


entro de A y que ha
e el ángulo θ 
on z entra en la pupila P ; no es el 
aso

del rayo equivalente para B.
Lo anterior 
orresponde bien a la realidad experimental. Sin embargo la

paradoja viene de que a F se le aso
ia la misma onda plana, tanto para A

omo para B. En un 
aso la onda forma una imagen, en el otro 
aso no. Esa

misma onda genera un 
ierto 
ampo sobre la pupila y no se puede distinguir

si este 
ampo se debe a A o a B.

P
AB

k

θ

S

A′

z

Figura 7.2. Una misma fre
uen
ia espa
ial está resuelta por el sistema S (repre-

sentado 
omo una lente delgada) sobre el objeto A, pero no sobre el objeto B,
aunque en ambos 
asos le 
orresponde la misma onda plana.

Examínese ahora la forma
ión de la imagen de un emisor esféri
o A

entrado sobre la pupila (de entrada) del objetivo. Su esfera de Fourier
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F está tangente a la pupila. La onda emitida por A es la suma de ondas

esféri
as 
entradas sobre F , 
ada onda estando aso
iada 
on una fre
uen
ia

espa
ial sobre A. La onda esféri
a aso
iada 
on la fre
uen
ia espa
ial F se

fo
aliza prá
ti
amente sobre la pupila 
uyo papel apare
e 
laramente: si el

fo
o de la onda esféri
a entra en la pupila, la onda está transmitida y la

fre
uen
ia espa
ial está resuelta. Si no entra en la pupila, la onda no está

transmitida por la pupila y la fre
uen
ia espa
ial no está resuelta.

La paradoja de la teoría 
lási
a se resuelve si se 
onsidera una misma

fre
uen
ia espa
ial F sobre dos emisores esféri
os A y B 
omo lo muestra la

�gura 7.3.

A PFB
A′

S

Figura 7.3. A la misma fre
uen
ia espa
ial sobre A y B se aso
ian dos ondas

esféri
as. La onda relativa a A se fo
aliza dentro de la pupila y por lo tanto está

transmitida. La onda relativa a B se fo
aliza por fuera de la pupila y no está

transmitida. No existe la paradoja de la teoría 
lási
a.

7.3 Propaga
ión del espe
tro angular esféri
o

Sea un emisor A (radio de 
urvatura RA) y sea B un re
eptor (radio RB) a

la distan
ia D (vérti
e a vérti
e). La transferen
ia de la amplitud del 
ampo

de A a B se es
ribe (es la rela
ión (6.5) p. 56)

UB(s) =
i

λD
exp

[
− iπ

λ

(
1

RB
+

1

D

)
s2
]

(7.3)

×
∫

R2

exp

[
− iπ

λ

(
1

D
− 1

RA

)
r2
]
exp

[
2iπ

λD
r·s

]
UA(r) dr .

Considérense dos 
asos parti
ulares:

1. Si RA = D = −RB, la esfera B es la esfera de Fourier F de A (difra

ión

de Fraunhofer) y la rela
ión (7.3) se redu
e a

UB(s) = UF (s) =
i

λRA
ÛA

( s

λD

)
, (7.4)

de tal modo que el espe
tro angular esféri
o sobre F es
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WF (Φ) =
1

λ2
ÛF

(
Φ

λ

)
=

iRA

λ
ŴA

(
RAΦ

λ

)
. (7.5)

La rela
ión (7.5) muestra que la propaga
ión del espe
tro angular se

efe
túa por una transforma
ión de Fourier, tal 
omo la de la amplitud

del 
ampo.

2. Si D = RA −RB, las esferas A y B son 
on
éntri
as. Sea κ = RB/RA y

sea hBA la fun
ión de�nida por

hBA(r) =
i

λD
exp

[
− iπκ

λD
r2
]
. (7.6)

La rela
ión (7.3) se es
ribe

UB(s) =

∫

R2

hBA

(s
κ
− r

)
UA(r) dr = hBA ∗ UA

(s
κ

)
. (7.7)

La transferen
ia del 
ampo de una esfera A a una esfera 
on
éntri
a B
es un �ltrado lineal (un 
aso parti
ular se en
uentra 
uando A y B son

dos planos paralelos, véase el párrafo 5.6).

De las rela
iones (7.6) y (7.7) se dedu
e

ÛB(F ) = κ exp[iπκλDF 2] ÛA(κF ) , (7.8)

y luego

WB(Φ) = κ exp

[
iπκDΦ2

λ

]
WA(κΦ) . (7.9)

Se 
onsidera de nuevo la transferen
ia del 
ampo de A a B (a la distan
ia

D) en la forma general. Sea A′
la esfera que pasa por el 
entro de 
urvatura

de B y que está 
on
éntri
a 
on A (�g. 7.4). Sea también la esfera B′
que

pasa por el 
entro de 
urvatura de A y que está 
on
éntri
a 
on B. Las esferas
A′

y B′
son esferas de Fourier la una de la otra. Finalmente la transferen
ia

del 
ampo de A a B es la 
omposi
ión de los tres operadores siguientes (�g.

7.4):

1. Un �ltrado lineal de A ha
ia A′
.

2. Una transforma
ión de Fourier ópti
a de A′
ha
ia B′

.

3. Un �ltrado lineal de B′
ha
ia B.

Matemáti
amente, se apli
an esos tres operadores al espe
tro angular

esféri
o en la forma de las rela
iones (7.5) y (7.9). Para el 
ál
ulo explí
ito

se nota que el radio de 
urvatura de A′
es RA′ = RA −D − RB; el de B′

es

RB′ = −RA′
. La distan
ia de A a A′

es D′ = D−RB (�g. 7.4); la distan
ia

de B′
a B es D′′ = D −RA. Luego se introdu
en

κ′ =
RA′

RA
= 1− D

RA
− RB

RA
, (7.10)
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B′A′

B
D′′

D

A
D′

Figura 7.4. La transferen
ia del 
ampo de A a B se des
ompone en un �ltrado

lineal de A a A′
; una transforma
ión de Fourier ópti
a de A′

a B′
; y otro �ltrado

lineal de B′
a B.

κ′′ =
RB

RB′

=
1

1 +
D

RB
− RA

RB

. (7.11)

La 
omposi
ión de los tres operadores anteriores lleva a

WB(Φ) =
iRAκ

′′

λκ′
exp

[
iπκ′′D′′Φ2

λ

]
(7.12)

× exp

[
iπD′Φ′2

λκ′

]
exp

[
2iπκ′′RA′

λκ′
Φ·Φ′

]
WA(Φ

′) dΦ′ .

Formalmente, la rela
ión (7.12) es idénti
a a la rela
ión (7.3): términos de

fase 
uadráti
a ante y dentro la integral; nú
leo de Fourier. La transferen
ia

del espe
tro angular se expresa en una forma similar a la de la amplitud

del 
ampo. Eso distingue el espe
tro angular esféri
o del espe
tro angular

plano. En 
onse
uen
ia, los mismos métodos que sirven para expresar la

transferen
ia de la amplitud del 
ampo se pueden apli
ar para expresar la

transferen
ia del espe
tro angular esféri
o (en parti
ular el método de la

transforma
ión de Fourier fra

ionaria [4℄).





8. Ondas poli
romáti
as

8.1 Método de estudio general

En los 
apítulos anteriores no se tomaron en 
uenta las varia
iones temporales

de la luz. Se 
onsideraban ondas mono
rómati
as 
uya dependen
ia temporal

era de la forma exp 2iπνt y no se es
ribía.

El análisis de Fourier permite determinar el 
omportamiento de un sis-

tema lineal frente a ondas poli
romáti
as, 
uando se 
ono
e su 
ompor-

tamiento para 
ada fre
uen
ia del espe
tro luminoso. La �gura 8.1 presenta

t

T.F.

ν

t

t

ν

t

T.F.

−1




b

a f

e

d

Sistema lineal

Sistema lineal

Figura 8.1. Gra
ias a la transforma
ión de Fourier, el efe
to de un sistema li-

neal sobre una onda poli
romáti
a se dedu
e del 
omportamiento del sistema para

ondas mono
romáti
as. (a) Onda poli
romáti
a in
idente; (b) Espe
tro de la onda

in
idente (T. F.: transforma
ión de Fourier); (
) Una 
omponente senoidal de la

onda in
idente; (d) Respuesta del sistema lineal a la 
omponente senoidal; (e) La

re
onstru

ión del espe
tro transmitido por el sistema lineal se ha
e 
omponente

por 
omponente; (f) Se obtiene la onda transmitida por el sistema por intermedio

de una transforma
ión de Fourier inversa (T.F.

−1
).
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un esquema del pro
eso que se emplea para 
al
ular la respuesta de un sis-

tema lineal a una onda poli
romáti
a.

Se formaliza el pro
eso anterior de la manera siguiente. Sea E(t) la re-

presenta
ión temporal de la señal de entrada del sistema lineal (�g. 8.1�a) y

sea e(ν) su representa
ión fre
uen
ial (�g. 8.1�b), es de
ir

E(t) ⇋ e(ν) . (8.1)

La representa
ión fre
uen
ial e(ν) se llama también la 
omponente espe
tral

de la señal.

Si la señal de entrada es armóni
a (mono
romáti
a), el sistema lineal

puede atenuarla, o introdu
ir un desfase, pero sin 
ambiar su fre
uen
ia (�g.

8.1�
 y 8.1�d). La rela
ión entre la 
omponente espe
tral de la entrada y la


omponente espe
tral s(ν) de la señal de salida (�g. 8.1�e) se es
ribe

s(ν) = e(ν) a(ν) e−iϕ(ν) , (8.2)

donde a(ν) representa la atenua
ión a la fre
uen
ia ν y ϕ(ν) el desfase. La

fun
ión g de�nida por g(ν) = a(ν) e−iϕ(ν)
es la fun
ión de transferen
ia del

sistema lineal.

La representa
ión temporal de la señal de salida, que 
orresponde a la

entrada E de 
omponente espe
tral e, se obtiene por intermedio de una

transforma
ión de Fourier inversa, en la forma (�g. 8.1�f)

S(t) =

∫

R

s(ν) e2iπνt dν =

∫

R

e(ν) a(ν) e−iϕ(ν) e2iπνt dν . (8.3)

8.2 Efe
to temporal de la difra

ión

Se apli
a el método de la se

ión anterior al estudio del efe
to de la difra

ión

sobre ondas poli
romáti
as.

La difra

ión 
omo �ltro lineal temporal. Sea un emisor A (radio de


urvatura RA) y un re
eptor B (radio RB) a la distan
ia D (véase la �g. 6.4

p. 55). Se supone que el 
ampo sobre A es poli
romáti
o; su representa
ión

temporal en el punto r de A se es
ribe EA(r, t). La 
omponente espe
tral

del 
ampo es eA(r, ν) y se tiene

EA(r, t) ⇋ eA(r, ν) , (8.4)

donde la transforma
ión de Fourier es �temporal�.

La 
omponente espe
tral eA(r, ν) no es más sino lo que se denotaba UA(r)
en los 
apítulos 5 y 6 y se llamaba la amplitud del 
ampo. En realidad, la

fun
ión UA representaba el 
ampo de una onda mono
romáti
a y por tanto

no era ne
esario es
ribir explí
itamente la fre
uen
ia 
uyo valor era �jo. La

situa
ión es distinta para un 
ampo poli
romáti
o: la fre
uen
ia se vuelve
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una variable, y por esta razón adaptamos las nota
iones, 
ambiando UA(r)
por eA(r, ν). Queda 
laro que las propiedades de la amplitud UA son las

mismas propiedades de la 
omponente espe
tral eA, de tal modo que se 
ono
e


omo se propaga la 
omponente espe
tral de un 
ampo poli
romáti
o en las

situa
iones estudiadas en los 
apítulos 5 y 6 donde el módelo se desarrolló

para la amplitud del 
ampo. Luego se dedu
e 
omo se propaga el 
ampo en

su forma temporal si se apli
a el método de la se

ión 8.1.

La propaga
ión del 
ampo de A a B se expresa por la rela
ión (6.5) que

se es
ribe

1

eB(s, ν) =

∫

R2

hBA(s, r, ν) eA(r, ν) dr , (8.5)

donde la fun
ión hBA es tal que

2

hBA(s, r, ν) =
iν

cD
exp

[
− iπ

c

( ||s− r||2
D

+
s2

RB
− r2

RA

)]

× exp

[
−2iπνD

c

]
. (8.6)

Sea HBA la fun
ión tal que

HBA(s, r, t) ⇋ hBA(s, r, ν) . (8.7)

Se apli
a una transforma
ión de Fourier temporal inversa a los dos miembros

de la rela
ión (8.5) y se obtiene

EB(s, t) =

∫

R

dν e2iπνt
∫

R2

hBA(s, r, ν) eA(r, ν) dr

=

∫

R2

dr

∫

R

dt′ EA(r, t
′)

∫

R

hBA(s, r, ν) e
2iπν(t−t′)dν

=

∫

R2

dr

∫

R

HBA(s, r, t− t′)EA(r, t
′) dt′ , (8.8)

La rela
ión (8.8) se es
ribe también

EB(s, t) =

∫

R2

[
HBA(s, r, t

′) ∗ EA(r, t
′)
]
(t) dr , (8.9)

donde el produ
to de 
onvolu
ión es temporal. La rela
ión (8.9) muestra

que el efe
to de la difra

ión sobre las ondas poli
romáti
as se tradu
e por

una 
onvolu
ión: la difra

ión es un �ltro lineal temporal. Se expli
ó en

el 
apítulo 5 que la difra

ión era un �ltro lineal espa
ial. Finalmente la

difra

ión es un �ltro lineal espa
io-temporal.

1
Se utiliza la fre
uen
ia ν 
omo parámetro en lugar de la longitud de onda λ. Se
supone que el medio de propaga
ión es el va
ío, de tal modo que λν = c.

2
En la rela
ión (8.6) se es
ribe el término de fase que se despre
ió en la rela
ión

(6.3) de a
uerdo 
on la nota de pie de pagina 2 p. 54.
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Ejemplo explí
ito. La expresión explí
ita

3

de HBA se dedu
e de la rela
ión

(8.6) y es

HBA(s, r, t) =
1

2πcD
δ′
[
t− 1

c

(
D +

||s− r||2
2D

+
s2

2RB
− r2

2RA

)]
, (8.10)

donde δ′ es la derivada de la distribu
ión de Dira
.

Si D(s, r) es la distan
ia del punto r de A al punto s de B, se muestra la

siguiente rela
ión, válida al segundo orden (aproxima
ión metaxial) [4℄,

D(s, r) = D +
||s− r||2

2D
+

s2

2RB
− r2

2RA
, (8.11)

y la rela
ión (8.10) se es
ribe

HBA(s, r, t) =
1

2πcD
δ′
[
t− D(s, r)

c

]
. (8.12)

Finalmente, la forma explí
ita de la rela
ión (8.9) es

4

EB(s, t) =
1

2πcD

∫

R2

∂EA

∂t′

(
r, t− D(s, r)

c

)
dr . (8.13)

La difra

ión se tradu
e por un retraso y una deriva
ión temporal (aparte de

la integra
ión espa
ial sobre el emisor).

8.3 Red de difra

ión. Análisis espe
tral de la luz

Una red de difra

ión es una estru
tura periódi
a que transmite o re�eja la

luz. Se denota p el paso (o periodo fundamental) de la red (�g. 8.2).

La red �si es por re�exión� se des
ribe por la fun
ión de re�exión r tal

que

x

y
p

Figura 8.2. Red de difra

ión por re�e-

xión.

3
Para el resto de esta se

ión se ne
esita 
ono
er y saber manejar la derivada de

la distribu
ión de Dira
. Sin embargo, leer esta se

ión no es indispensable para

seguir 
on las siguientes se

iones.

4
Se denota ∂EA/∂t

′
la derivada par
ial de EA 
on respe
to a la variable temporal.
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θ0

θ

Figura 8.3. De�ni
ión del ángulo de in
iden
ia θ0 y del

ángulo de difra

ión θ. (En la �gura, θ0 > 0 y θ < 0.)

r(x, y) =
1

p
m ∗ ⊔⊔ p(x) =

q=+∞∑

q=−∞

m ∗ δqp(x) , (8.14)

donde m es el motivo de la red, es de
ir, su per�l de�nido sobre un periodo.

Se ilumina la red 
on una onda mono
romáti
a 
uya dire

ión de

propaga
ión ha
e un ángulo θ0 
on la normal a la red (�g. 8.3) y 
uya

amplitud se es
ribe

Ui(x, y) = U0 exp

[
2iπx sen θ0

λ

]
, (8.15)

donde U0 es una 
onstante dimensional. La amplitud de la onda emergente

de la red es

Ue(x, y) = U0 r(x, y) exp

[
2iπx sen θ0

λ

]
, (8.16)


uyo espe
tro angular es

V (α, β) =
U0

p

q=+∞∑

q=−∞

m̂

(
− sin θ0 +

qλ

p

)
δ

(
α+ sin θ0 −

qλ

p

)
δ(β) . (8.17)

Luego, se nota que α = sen θ (�g. 8.3)

5

de tal modo que hay interferen
ias


onstru
tivas en la dire

ión θ tal que

sen θ + sen θ0 =
qλ

p
, (8.18)

donde q es un número entero (q ∈ Z).

La rela
ión (8.18) se 
ono
e 
omo la fórmula de las redes (fórmula de

Bragg).

Para una in
iden
ia dada (θ0), a 
ada longitud de onda 
orresponden

dire

iones de difra

ión bien de�nidas. Cada dire

ión se 
ara
teriza por un

ángulo θq igual al valor de θ que satisfa
e la rela
ión (8.18) por un valor de

q dado.

Si se ilumina la red 
on una onda poli
romáti
a, a 
ada valor de q (un

número entero) 
orresponde un 
onjunto de dire

iones de difra

ión, 
ada

5
La rela
ión α = sen θ no es más que la rela
ión (5.12) adaptada a la situa
ión

siguiente: la normal a la red es la dire

ión z; se elige la dire

ión y de tal manera

que β = 0.



82 8. Ondas poli
romáti
as

dire

ión estando aso
iada 
on una longitud de onda (se 
onsidera θq 
omo

una fun
ión de λ). Este 
onjunto se llama espe
tro de orden q. En este

sentido, la red de difra

ión es un analizador espe
tral de la luz in
idente.

La energía de la onda in
idente se reparte sobre todos los espe
tros

difra
tados por la red. Es ventajoso obtener un solo orden de difra

ión

que resulta más luminoso, por ser úni
o. Para eso se adapta el per�l de la

red (red é
helette).

La �gura 8.4 muestra el esquema de un montaje que permite obtener el

espe
tro de una fuente luminosa (se 
onsidera un solo orden de difra

ión).

Se puede remplazar la red de difra

ión por un prisma (que fun
ióna por

transmisión).

Espe
tro

S

L1

L2

Red de difra

ión

ν

Figura 8.4. Análisis espe
tral de una fuente poli
romáti
a S por una red de

difra

ión. El objetivo L1 sirve de 
olimador y el objetivo L2 permite observar

el espe
tro a distan
ia �nita.

8.4 Espe
tros
opia por transforma
ión de Fourier

Se presenta otro método de análisis espe
tral de la luz emitida por una fuente.

Análisis del método. La �gura 8.5 muestra el esquema de un interferó-

metro de Mi
helson: se 
ompone de una fuente luminosa S, de una lámina

separadora 
olo
ada en O, de una lámina de 
ompensa
ión en C y de dos

espejos E1 y E2 en O1 y O2. El objetivo L1 es 
olimador para la fuente S y

L2 fo
aliza la luz sobre el dete
tor D. El espejo E1 es móvil, se puede alejar

de O.
El montaje permite analizar el espe
tro de la fuente de luz S, de la manera

siguiente. Se re
uerda que el interferómetro realiza la 
ondi
ión de igualdad

de los 
aminos ópti
os 
uando las distan
ias OE1 y OE2 son iguales.

Hay interferen
ias entre la vibra
ión luminosa pro
edente de E1 y la

pro
edente de E2. Se supone primero que S es una fuente mono
rómati
a
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L2

O
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D

L1

S
O1

O2

Figura 8.5. Interferómetro de Mi
helson para la espe
tros
opia por transforma
ión

de Fourier.

de fre
uen
ia ν (longitud de onda λ). Si ∆ = OO1 − OO2, la diferen
ia de

re
orrido entre las dos vibra
iones que llegan sobre el dete
tor es 2∆ y lleva

a una diferen
ia de fase

ϕ =
2π

λ
2∆ =

4πν∆

c
, (8.19)

donde c es la velo
idad de la luz. La ilumina
ión en D es una fun
ión de ∆
y tiene la forma

6

I(∆) = I0

(
1 + cos

4πν∆

c

)
, (8.20)

donde I0 es una 
onstante, propor
ional a la luminan
ia L0 de la fuente. Si

I0 = aL0 se tiene

I(∆) = aL0 + aL0 cos
4πν∆

c
, (8.21)

Se desplaza el espejo E1, alejandolo de O, aumentandose la distan
ia OO1.

Si el movimiento es uniforme, ∆ es una fun
ión lineal del tiempo y 
on un

origen del tiempo ade
uadamente eligido se tiene ∆ = V t donde V es la

velo
idad de transla
ión del espejo. Finalmente, la ilumina
ión dete
tada

por el dete
tor D es una fun
ión del tiempo de la forma

7

I(t, ν) = aL0 + aL0 cos
4πνV t

c
, (8.22)

6
No se toma en 
uenta una diferen
ia de fase introdu
ida por la re�exión sobre la

lámina separadora. Si la separadora es dielé
tri
a, esa diferen
ia de fase vale π,
de tal modo que el fenómeno de interferen
ias obtenido a la diferen
ia de 
amino

ópti
o nula es de �
entro negro� (las vibra
iones estan en 
ontrafase).

7
Utilizamos la misma letra I para denominar la ilumina
ión, aunque 
ambiamos

de variable e introdu
imos explí
itamente la fre
uen
ia.
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y 
ontiene una parte 
onstante y una parte modulada en forma de una fun
ión

senoidal.

Para simpli�
ar las nota
iones en lugar de t se toma a

τ =
2V t

c
, (8.23)


omo parámetro, de tal manera que la ilumina
ión dete
tada se es
ribe

8

I(τ, ν) = aL0 + aL0 cos 2πντ . (8.24)

La ilumina
ión I(τ, ν) representa la ex
ita
ión del dete
tor 
uya respuesta
es generalmente una 
orriente elé
tri
a. Se supone que esa 
orriente es

propor
ional a la ilumina
ión dete
tada, de tal manera que se puede seguir

el análisis tomando la ilumina
ión 
omo 
antidad de estudio.

Se supone ahora que la fuente S es poli
romáti
a de luminan
ia espe
tral

9

L(ν). La señal dete
tada por D se es
ribe

S(τ) =

∫ ν2

ν1

I(τ, ν) dν , (8.25)

donde [ν1, ν2] es el soporte del espe
tro de la fuente S (o por lo menos la

parte a la 
ual el dete
tor es sensible). Como el espe
tro es nulo por fuera de

este intervalo, se tiene

S(τ) =

∫ +∞

0

I(τ, ν) dν = a

∫ +∞

0

L(ν)dν + a

∫ +∞

0

L(ν) cos 2πντ dν . (8.26)

La señal 
ontiene una parte 
onstante, propor
ional a la luminan
ia total de

la fuente. Para el análisis espe
tral, la parte interesante es la parte modulada

que se es
ribe

Sm(τ) = a

∫ +∞

0

L(ν) cos 2πντ dν . (8.27)

Se trata de invertir la rela
ión (8.27) para obtener L(ν) a partir de la

señal dete
tada por el dete
tor.

Análisis espe
tral de una fuente luminosa. Se nota que la fun
ión Sm

es una fun
ión real (es propor
ional a una ilumina
ión, 
antidad real) y par:

si a partir de la posi
ión de igualdad de los 
aminos ópti
os se a
er
a el espejo

E1 a la lamina separadora, se 
ambia ∆ en −∆ sin que 
ambie la ilumina
ión

en el plano del dete
tor.

8
Es la 
ostumbre en espe
tros
opia utilizar el número de onda σ = 1/λ en lugar

de la fre
uen
ia ν 
omo parámetro. Sin embargo utilizaremos la fre
uen
ia ν, la

ual es propor
ional a σ.

9
La luminan
ia espe
tral de la fuente es su luminan
ia en el intervalo [ν, ν + dν[.
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La transformada de Fourier de una fun
ión real y par es una fun
ión real

y par (véase la se

ión 1.4). Se dedu
e que Ŝm es una fun
ión real y par y

luego, por transforma
ión de Fourier inversa, se obtiene

Sm(τ) =

∫

R

Ŝm(ν) e
2iπντdν = 2

∫ +∞

0

Ŝm(ν) cos 2πντ dν . (8.28)

De la 
ompara
ión de las rela
iones (8.27) y (8.28) resulta

L(ν) =
2

a
Ŝm(ν) . (8.29)

La luminan
ia espe
tral de la fuente es propor
ional a la transformada de

Fourier de la parte modulada de la señal dete
tada a la salida del interferó-

metro.

El pro
eso del análisis espe
tral de una fuente luminosa por transforma-


ión de Fourier es el siguiente:

1. Registro de la parte modulada sm de la señal dada por el dete
tor,


orrespondiente a un desplazamiento 
ontinuo del espejo E1. El espejo se
aleja de la lamina separadora;

2. Numeriza
ión de sm;
3. Ha
er simétri
a la señal anterior para obtener una señal par. Se de�ne

Sm por

Sm(τ) = sm(τ) , si τ ≥ 0 , (8.30)

Sm(τ) = sm(−τ) , si τ < 0 ; (8.31)

4. Cál
ulo de la transformada de Fourier de Sm;

5. La luminan
ia espe
tral de la fuenta es la parte de la fun
ión Ŝm que

tiene soporte positivo (ν > 0).

Nota 8.4.1 La rela
ión (8.27) muestra que Sm y Ŝm son transformadas en


oseno la una de la otra (véase la nota 1.4.1 p. 11). Se puede de
ir que la

señal dete
tada según el método de la espe
tros
opia por transforma
ión de

Fourier es (propor
ional a) la transformada en 
oseno de la luminan
ia de la

fuente.

8.5 Espe
tros a
analados

Ejemplo del interferómetro de Young. Se 
onsidera el interferómetro

de Young 
ompuesto por dos agujeros distante ℓ, o más pre
isamente un

montaje de difra

ión de Fraunhofer por dos agujeros

10

(�g. 8.6).

10
El análisis de esta se

ión se fundamenta sobre el siguiente artí
ulo: C. Froelhy,

A. La
ourt, J.-Ch. Viénot, �Notions de réponse impulsionnelle et de fon
tion

de transfert temporelles des pupilles optiques, justi�
ations expérimentales et

appli
ations�, Nouvelle Revue d'Optique, 4 (1973) 183�196.
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xξ
D

P

Figura 8.6. Difra

ión por agujeros de

Young. La fuente, 
olimada, no está dibu-

jada.

Se 
onsidera primero la fuente mono
romáti
a (fre
uen
ia ν, longitud de

onda λ). La ilumina
ión en el plano P (plano de Fourier) se es
ribe

I(x, y) = I0 i(x, y) , (8.32)

donde I0 es una 
onstante dimensional e

i(x, y) =
1

λ2D2
cos2

πℓx

λD
. (8.33)

Resulta más 
onveniente utilizar la fre
uen
ia ν 
omo parámetro y ha
erla

apare
er explí
itamente en la expresión de la ilumina
ión; por lo tanto se

es
ribe

i(x, y, ν) =
ν2

c2D2
cos2

πℓνx

cD
, (8.34)

si se supone que el medio de propaga
ión es el va
ío (velo
idad de la luz igual

a c).
Existen prin
ipalmente dos puntos de vista para interpretar i(x, y, ν):

� se �ja la fre
uen
ia ν (fuente mono
rómati
a) y se 
onsidera i 
omo una

fun
ión de (x, y), es de
ir, se estudia la reparti
ión de la poten
ia luminosa

en el plano P . Se estudia el aspe
to espa
ial de la difra

ión, tal 
omo se

expli
ó en el 
apítulo 6;

� se �ja el punto de observa
ión en el plano P y se 
onsidera una fuente

poli
rómati
a. Se estudia el espe
tro difra
tado. Si G0(ν) es el espe
tro
de la fuente luminosa, el espe
tro difra
tado en el punto (x0, y0) del plano
de Fourier es

G(ν) = G0(ν) i(x0, y0, ν) . (8.35)

Según el primer punto de vista, se estudia i 
omo fun
ión de x e y, para
una fre
uen
ia dada ν0, es de
ir, se estudia la fun
ión de (x, y) de�nida por

i(x, y, ν0) =
ν0

2

c2D2
cos2

πℓν0x

cD
. (8.36)
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x

i(x, y, ν0)

Figura 8.7. Per�l de las franjas de Young obtenidas en luz mono
romáti
a.

En el plano P se observan franjas de Young, 
uyo per�l es una fun
ión

senoidal 
omo lo muestra la �gura 8.7. El paso (periodo) de las franjas

es

p =
cD

ℓν0
. (8.37)

Según el segundo punto de vista, se elige un punto (x0, y0) del plano P
y se observa el espe
tro de la vibra
ión en ese punto, es de
ir, se 
onsidera i

omo una fun
ión de la fre
uen
ia, en la forma

i(x0, y0, ν) =
ν2

c2D2
cos2

πℓνx0

cD
. (8.38)

El espe
tro de la vibra
ión en (x0, y0) es

G(ν) = G0(ν) i(x, y0, ν) = ν2
G0(ν)

c2D2
cos2

πℓνx0

cD
. (8.39)

La fun
ión i se denomina fun
ión espe
tral en el punto (x0, y0).
La �gura 8.8 muestra la grá�
a de la fun
ión espe
tral en un punto (x0, y0)

alejado del eje ópti
o (x0 6= 0). Si la fuente que ilumina los agujeros de

ν

ν2ν1

i(x0, y0, ν)

Figura 8.8. Fun
ión espe
tral obtenida 
on un interferómetro de Young. Es

también el espe
tro a
analado obtenido a partir de una fuente poli
romáti
a, de

espe
tro uniforme en el dominio [ν1, ν2].
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Young tiene un espe
tro uniforme en el dominio [ν1, ν2], la fun
ión espe
tral

representa también el espe
tro difra
tado en el punto (x0, y0).
Las estrías (a
analaduras) del espe
tro (donde i(x0, y0, ν) = 0) se

e
uentran en las fre
uen
ias νq tales que

νq =
2q + 1

2

cD

ℓx0
, (8.40)

donde q es un número entero.

La �gura 8.9 muestra un montaje de observa
ión de un espe
tro a
analado

obtenido 
on agujeros de Young. Se utiliza un elemento dispersivo (un prisma


omo en la �gura, o una red de difra

ión) para analizar el espe
tro en el

punto P0 = (x0, y0) del plano de Fourier.

xξ
D

Espe
tro

a
analado

P0

Figura 8.9. Observa
ión de un espe
tro a
analado. La fuente (no representada)

se supone poli
romáti
a. Se 
olo
a en el plano de Fourier una pantalla opa
a 
on

un agujero en el punto P0 donde se estudia el espe
tro difra
tado.

Generaliza
ión. Se 
onsidera un fenómeno de difra
ión de Fraunhofer

(distan
ia D entre el emisor y su esfera de Fourier) por una abertura de

fun
ión de transmisión t. En luz mono
romáti
a, la ilumina
ión de la �gura

de difra

ión en el plano de Fourier se es
ribe (es la rela
ión (6.8) p. 57)

I(x, y) = I0 i(x, y) , (8.41)

donde

i(x, y) =
1

λ2D2

∣∣∣t̂
( x

λD
,

y

λD

)∣∣∣
2

, (8.42)

Se es
ribe expli
ítamente la fre
uen
ia, y se obtiene, para el va
ío,

i(x, y, ν) =
ν2

c2D2

∣∣∣t̂
( xν

cD
,
yν

cD

)∣∣∣
2

. (8.43)
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Para analizar el aspe
to espa
ial de la difra

ión se supone la fuente

mono
romáti
a, de fre
uen
ia ν0, y se estudia la fun
ión bidimensional de

x e y

i(x, y, ν0) =
ν0

2

c2D2

∣∣∣t̂
(xν0
cD

,
yν0
cD

)∣∣∣
2

. (8.44)

El efe
to de la difra

ión sobre el espe
tro de la fuente, se estudia mediante

la fun
ión monodimensional de ν, dada para el punto (x0, y0) del plano de

observa
ión por

i(x0, y0, ν) =
ν2

c2D2

∣∣∣t̂
(x0ν

cD
,
y0ν

cD

)∣∣∣
2

. (8.45)

Si el espe
tro de la luz in
idente es G0(ν), el espe
tro difra
tado observado

en el punto (x0, y0) de la esfera de Fourier del emisor es

G(x0, y0, ν) =
ν2G0(ν)

c2D2

∣∣∣t̂
(x0ν

cD
,
y0ν

cD

)∣∣∣
2

. (8.46)

El análisis anterior muestra el doble aspe
to de la difra

ión:

� aspe
to espa
ial, analizado para ondas mono
romáti
as;

� aspe
to espe
tral en luz poli
romáti
a. Se rela
iona este aspe
to 
on la

fre
uen
ia �temporal� ν, y por tanto se trata del aspe
to temporal de la

difra

ión.

Para la observa
ión, se utiliza el montaje de la �gura 8.9 donde se

remplaza los agujeros de Young por la abertura que se quiere estudiar.





9. Con
lusión

La transforma
ión de Fourier, generaliza
ión de las series de Fourier a fun-


iones no ne
esariamente periódi
as, 
onstituye la herramienta fundamental

del análisis armóni
o. Su de�ni
ión y su empleo en 
ál
ulos efe
tivos se rela-


ionan de manera muy estre
ha 
on la no
ión de produ
to de 
onvolu
ión y

la no
ión de distribu
ión, las 
uales se revelan indispensables en la des
rip-


ión de los sistemas lineales tal 
omo se en
uentran en físi
a o tratamiento

de señales.

El análisis armóni
o permite analizar la estru
tura de una imagen

(
onsiderada 
omo una fun
ión de dos variables espa
iales) a través de la

no
ión de fre
uen
ia espa
ial, y lleva por ejemplo al �ltrado de imágenes,


omo se estudió en el 
apítulo 4 anterior.

La ópti
a ilustra una parte de la gran variedad de las apli
a
iones del

análisis de Fourier a la físi
a. La idea fundamental se ubi
a en la aso
ia
ión

natural que existe entre fre
uen
ias espa
iales y ondas planas, de tal modo

que el análisis armóni
o del 
ampo ele
tromagnéti
o sobre un plano o una

esfera�que forma una imagen en el sentido ya men
ionado�se tradu
e ipso

fa
to en el análisis armóni
o de una onda ele
tromagnéti
a, 
omo se desta
ó

en el 
apítulo 5. Se pueden resumir las 
osas di
iendo que la difra

ión�

propaga
ión de las ondas ele
tromagnéti
as opera una transforma
ión de

Fourier espa
ial (bidimensional) y por tanto realiza naturalmente un análisis

armóni
o de la amplidud del 
ampo generado por un emisor radiante. De

ahí resultan el análisis de la forma
ión de una imagen por un objetivo o

la posibilidad de opera
iones de �ltrado analógi
o de imágenes, de gran

importan
ia prá
ti
a para la 
on
ep
ión de los instrumentos ópti
os o para

los métodos de observa
ión (
omo por ejemplo el 
ontraste de fase)�véase

el 
apítulo 6.

Pero la luz es una vibra
ión espa
io-temporal, y el análisis men
ionado

anteriormente, desarrollado en términos espa
iales, se 
ompleta por un estu-

dio de las propiedades temporales (o espe
trales) de las ondas poli
romáti
as.

La difra

ión tiene un efe
to temporal 
omo se mostró en el 
apítulo 8. Exis-

ten también dispositivos o métodos espe
tros
ópi
os que permiten analizar

el 
ontenido fre
uen
ial de una fuente luminosa; por tanto esos dispositivos

realizan un análisis armóni
o de la luz, esta vez en términos temporales, y su

importan
ia es inmensa a través de numerosas apli
a
iones, 
omo por ejem-
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plo en astronomía, puesto que la informa
ión que nos llega de las estrellas lo

ha
e prin
ipalmente a través de las ondas ele
tromagnéti
as produ
idas por

esas últimas.

La ópti
a moderna ofre
e una ilustra
ión 
on
reta de las ideas de Fourier

1

,


omo se trató de mostrar en este libro. Apli
a
iones nuevas apare
en, tanto


omo extensiones teóri
as. Se puede men
ionar por ejemplo la no
ión de

transforma
ión de Fourier fra

ionaria que ya se reveló efe
tiva tanto en

ópti
a [4℄ 
omo en tratamiento de señales

2

.

Finalmente, al 
umplir sus 200 años, las ideas de Fourier 
on�rman su

riqueza 
on
eptual y universal.

1
Se re
uerda que Fourier inventó su teoría para resolver la e
ua
ión del 
alor.

2
Véase por ejemplo: R. Torres, P. Pellat-Finet, Y. Torres, �Sampling theorem

for fra
tional bandlimited signals: a self-
ontained proof. Appli
ation to digital

holography�, IEEE Signal Pro
essing Letters, 13 (2006) 676�679.
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Transformadas de Fourier en una dimensión

Las transformadas de Fourier siguientes 
orresponden a

f̂(ν) =

∫ +∞

−∞

e−2iπνt f(t) dt.

La fun
ión de Heaviside se denota por Y , y P.P. denota la integral en

valor (o parte) prin
ipal. El símbolo ℜ signi�
a parte real.

Fun
ión o distribu
ión Transformada de Fourier

1 δ(ν)

δ(t) 1

δt0 = δ(t− t0) exp[−2iπt0ν]

exp[2iπν0t] δ(ν − ν0) = δν0

δ′(t) 2iπν

−2iπt δ′(ν)

δ(j)(t) ; j ∈ N (2iπν)j

(−2iπt)j ; j ∈ N δ(j)(ν)

rectL(t) L
sin πLν

πLν

ΛL(t) L2

(
sin πLν

πLν

)2

1

ℓ
⊔⊔ ℓ(t) =

+∞∑

n=−∞

δ(t− nℓ)
1

ℓ

+∞∑

n=−∞

δ
(
ν − n

ℓ

)
= ⊔⊔ 1/ℓ(ν)

Y (t)
1

2
δ(ν) + P.P.

1

2iπν
1

2
δ(t)− P.P.

1

2iπt
Y (ν)

Y (t) exp[−αt] ; α > 0
1

α+ 2iπν

exp
[
−α|t|

]
; α > 0

2α

α2 + 4π2ν2

exp[−πt2] exp[−πν2]

exp
[ iπ
α
t2
]
; α > 0

√
α exp

[ iπ
4

]
exp[−iαπν2]

exp
[ iπ
α
t2
]
; α < 0

√
|α| exp

[
− iπ

4

]
exp[−iαπν2]

exp
[
−π

α
t2
]
; α = ρ eiθ, ℜ{α} ≥ 0

√
ρ eiθ/2 exp[−απν2]
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Transformadas de Fourier en dos dimensiones

Las transformadas de Fourier siguientes 
orresponden a

f̂(Fx, Fy) =

∫

R2

e2iπ(xFx+yFy) f(x, y) dxdy,

es de
ir, 
on nota
iones ve
toriales,

f̂(F ) =

∫

R2

e2iπr·F f(r) dr.

El símbolo ∆ representa el lapla
iano. La fun
ión J0 es la fun
ión de

Bessel de primera espe
ie y orden 0 y J1 denota la fun
ión de Bessel de

primer espe
ie y orden 1. La fun
ión circD vale 1 en el dis
o de diámetro D

entrado en (0, 0), y vale 0 por fuera de este dis
o.

Fun
ión o distribu
ión Transformada de Fourier

1 δ(F ) = δ(Fx, Fy)

δ(r − r0) = δ(x− x0, y − y0) exp[2iπr0·F ]

exp[−2iπr·F 0] δ(F − F 0)

2iπx
∂

∂Fx
δ(F )

∂

∂x
δ(r) −2iπFx

∆δ(r) −4π2F 2

circD(x, y)
πD2

2

J1(πDF )

πDF
1

r

1

F

exp[−πr2] exp[−πF 2]

1

iα
exp

[ iπ
α
r2
]

exp[−iαπF 2]

δ(r − r0) 2πr0 J0(2πr0F )

exp[−ikr]

r
; k > 0

−2iπ√
k2 − 4π2F 2

; para 2πF < k

2iπ√
4π2F 2 − k2

; para 2πF > k



Bibliografía

1. Joseph W. Goodman, Introdu
tion to Fourier opti
s, M
 Graw-Hill, Nueva

York, 1968. Nueva edi
ión 1996.

2. Eugene He
ht, Alfred Zaja
, Ópti
a, Addison-Wesley Iberoameri
ana, Wil-

mington, 1986.

3. Athanasios Papoulis, Systems and transforms with appli
ations in opti
s,

M
Graw-Hill, Nueva York, 1968.

4. Pierre Pellat-Finet, Le

iones de ópti
a de Fourier, UIS, Bu
aramanga, 2004.

5. Laurent S
hwartz, Méthodes mathématiques pour les s
ien
es physiques, 2

a

ed., Hermann, París, 1965. (Tradu
ido al Inglés: Mathemati
s for the physi
al

s
ien
es, Addison-Wesley, Reading, 1966.)

Comentarios

La teoría de las distribu
iones y de la transforma
ión de Fourier está expuesta en

forma rigurosa y a

esible a físi
os en el libro de S
hwartz [5℄ (el inventor de la

teoría).

La transforma
ión de Fourier o
upa una parte importante del libro de Papoulis

[3℄, un 
lási
o, donde la ópti
a se presenta en el lenguaje de la teoría de señales y

sistemas.

El libro de He
ht y Zaja
 [2℄ ilustra las series de Fourier de manera muy 
on
re-

ta. Se en
uentran en este libro ilustra
iones parti
ularmente didá
ti
as de mu
hos

fenómenos ópti
os (en los 
uales unos de difra

ión).

Introdu

ión to Fourier Opti
s [1℄ es una referen
ia sobre el tema. In
luye

una introdu

ión a la distribu
ión de Dira
 y a la teoría (es
alar) de la difra

ión.

Le

iones de ópti
a de Fourier [4℄ expone la teoría de la difra

ión metaxial e in
luye

los desarrollos re
ientes de la ópti
a de Fourier fra

ionaria.
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