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Prefacio

Del Analisis Armoénico a la Optica de Fourier, es el tipo de libro que el
experto o iniciado en un tema de frontera del conocimiento desearia tener
a la mano, por la manera como estd estructurado; en este caso, sobre
un novedoso método de interpretaciéon de la propagacién de la radiacién
electromagnética y sus aplicaciones al tratamiento de senales. Efectivamente,
el libro esta conceptualmente muy bien disenado, de forma tal que permite
al lector, experto o no, una ubicacién rapida en la temdatica tanto analitica y
conceptual, sin perder de vista la esencia del rigor matematico.

El libro es el resultado del Curso Avanzado de Optica de Fourier,
impartido entre marzo y abril de 2007 por el profesor Pierre Pellat-Finet,
durante su estancia en la Universidad de Pamplona, en calidad de profesor
visitante invitado; a éste asistieron profesores, estudiantes de Maestria en
Fisica, de grado en fisica, matematicas y de ingenierias. FEl curso y los
resultados del mismo, dan cuenta de la primera misién de cooperacién en
el marco del convenio Universidad de Bretana del Sur—Universidad de
Pamplona, firmado en enero de 2007; en él, las dos instituciones deciden
colaborar con el fin de profundizar y ampliar sus relaciones cientificas y
pedagogicas, y de profundizar en su cooperacion para contribuir al desarrollo
de la investigacion y la ensenanza superior.

EI convenio surge de la iniciativa del Grupo Optica Moderna, prosélitos
de la escuela Optica Metaxial, quienes decidimos en agosto de 2005, cono-
cer en detalle esta forma de estudiar la propagacion de la radiacion electro-
magnética, los secretos de su manipulacion formal, asi como también, conocer
de primera mano las posibilidades reales de aplicacién, y particularmente de-
terminar y orientar convenientemente nuestras expectativas de investigacion
béasica y aplicada en técnicas opticas de cifrado, reconocimiento de patrones y
metrologia optica, principalmente. Entonces, no podria ser mejor la oportu-
nidad para este proposito que a través del vinculo con el profesor Pellat-Finet,
discipulo cercano al inventor del método, el profesor Georges Bonnet.

En agosto de 2005 logramos el primer acercamiento de colaboracion del
profesor Pellat-Finet con el Grupo, profesor a quién profeso particular aprecio
por su devota generosidad cuando se trata de atender el llamado de los
interesados en escuchar sus ideas; infiero entonces, que debié ser el impulso
por el cual acepté la primera invitacion, informal, que le hiciéramos en aquel
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entonces, y que sin ningin tipo de exigencias, arribé a nuestra Universidad,
para no en vano dejar una motivacion que perdura, en quienes asistimos
al primer curso corto que promocionamos con el titulo Principios de la
Optica Metaxial. Desde entonces, se oficializa la intencién de cooperacion
académico-cientifica, la cual se cristalizo con la firma del convenio marco
interinstitucional.

Finalmente, en nombre de la Universidad de Pamplona y del Grupo
Optica Moderna, agradezco al profesor Pellat-Finet, primero por aceptar
convertirse en uno de nuestros mas ilustres visitantes, segundo por
compartirnos su saber para enriquecer el nuestro, y tercero por invitarme
a que escribiera la resena sobre este resultado de cooperacion académico-
cientifico.

Pamplona, Colombia, Jorge Enrique Rueda Parada
Enero de 2020 Dir. Grupo Optica Moderna
Universidad de Pamplona
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Simbolos y notaciones

Simbolos

/ Anillo de los numeros enteros

R Cuerpo (o campo) de los numeros reales

C Cuerpo de los nimeros complejos

R? Espacio de los pares de niimeros reales

[a, b] Conjunto de los numeros reales tales que a < x <b
la, b| Conjunto de los niimeros reales tales que a < z < b
reA x es un elemento de A

Z Numero complejo conjugado de z

R{z} Parte real de z

= o = oA
™2 E
&

a1l
k)

HE Y >0

S ESSE

Diferencial

Numero imaginario tal que i2 = —1

Base de logaritmo neperiano (e = 2,718281828--+)
Distribucion de Dirac

Peinilla de Dirac

Funcién rectdngulo de ancho /¢

Funcion tridngulo de base 2¢ (su altura es £)
Transformada de Fourier de f

fy fforman un par de Fourier

Producto de convolucién de f y g

Velocidad de la luz (en el vacio): ¢ =299792458 m/s
Longitud de onda

Frecuencia (temporal)

Frecuencia espacial

Frecuencia angular

Emisor o receptor (casquete esférico)

Esfera de Fourier (de un casquete esférico)

Radio de curvatura de A

Amplitud del campo sobre A (onda monocromética)
[luminacion o intensidad vibratoria sobre A
Amplitud del campo eléctrico sobre A (onda policromatica)
Componente espectral del campo sobre A



VI Simbolos y notaciones

Notaciones

Los vectores se representan por letras gruesas, por ejemplo r. El producto
escalar euclidiano de r y s se denota r-s.

En dimension 2, con coordenadas ortogonales z e y, se escribe r = (z,y) y
el modulo de este vector es 7 = ||r|| = (22 +%2)/2. El elemento de superficie
en el punto 7 se denota dr (dr = dzdy).

Una frecuencia espacial es un vector bidimensional y por tanto se escribe
F = (F,, F,) cuyo modulo es F = ||F|| = (F,” + F,*)'/2. Se tiene también
dF = dF, dF,.

+oo
Se escribe / 6 / para integrales simples. La escritura f(r)dr
R —00 R2

denota una integral doble, como lo indican a la vez R? y el elemento diferencial
dr.

Si la funcién h es el producto de convolucién de las funciones f y g, se
escribe h = f x g, 6 h(t) = f * g(t). Para evitar ambigiiedades se escribe
a veces h(t) = [f x g](t), 6 h(t) = [f(¥') * g(t')](¢), la variable ' siendo una
variable muda.

Simbolos graficos
Lente delgada convergente

Espejo

Casquete esférico A de vértice V' y centro C'

A4 Vidrio



Introducciéon

La 6ptica de Fourier debe su nombre al uso que se hace de la transformacion
de Fourier para representar toda una clase de fendémenos opticos. Su
desarrollo matemético supone un buen conocimiento de esa transformacion,
asi como de sus principales propiedades y su relacién con el producto de
convolucion. La teoria de las distribuciones es el marco matematico natural
del andlisis armoénico (o de Fourier). En la practica, se necesita conocer la
distribucion de Dirac, la peinilla de Dirac, y saber manejarlas en los calculos.

El objetivo de este texto es dar una introduccién a la transformacion
de Fourier, la convolucién y la distribucion de Dirac, en los términos més
elementales y concretos posibles como antesala al estudio de la dptica de
Fourier. No se buscé el rigor matematico y muchos puntos de interés
necesitarian complementos importantes para justificarse. Se intenté dar, en
forma intuitiva e ilustrativa, el conocimiento minimo que se necesita para
seguir las ideas que fundamentan la éptica de Fourier.

A titulo de ilustraciéon del anélisis armoénico se dan unos elementos basicos
de la optica de Fourier. Desarrollos mas completos se encuentran en el libro
Lecciones de optica de Fourier [4]. Se incluyen también (capitulo 7) unos
resultados recientes, con el fin de mostrar a la 6ptica de Fourier como una
rama de investigacién activa.

Se citan al final, en una breve bibliografia con comentarios, libros donde
el lector interesado encontrard explicaciones completas sobre las teorias
mencionadas.

El presente texto fue redactado como introduccién a un curso de 6ptica de
Fourier, dictado en la Universidad de Pamplona (Colombia) del 29 de marzo
al 17 de abril de 2007. Se agradece la invitaciéon por parte de esta universidad
y la ayuda del profesor Jorge Rueda—vicerrector de investigaciones y director
del Grupo Optica Moderna—en la organizacion del curso y la publicacion de
este libro. Gracias al profesor Ariel Becerra por su correccion de estilo y
ayuda en el diseno de la caratula.






1. Transformacion de Fourier

1.1 Series de Fourier

Sea una funcién real f, de una variable real ¢, periédica de periodo
fundamental T' (T # 0). Se muestra que f(¢) se escribe

n=-+oo
2mnt
t) = ap + Z (ancos + by, sen 7;11 ) , (L.1)

donde n es un nimero entero.

La serie que aparece en la relacion (1.1) se llama la serie de Fourier de
la funcién f. Los ntmeros a, y b, son los coeficientes de Fourier de f, los
cuales se calculan de la manera siguiente

T T/2
ao = %/O Feyde = L /m (1.2)

y para n # 0,

27rnt 2 [T/2 2mnt
f(t)cos ——dt = / f(t) cos dt, (1.3)
-7 7/, 0
2 (7 2mnt T/2 2mnt
bnz—/ f(t)sen 7T—nd ——/ enLndt (1.4)
T Jo T/2 T

Muchas veces se utilizan en fisica las funciones exponenciales de argu-
mento imaginario en lugar de las funciones coseno y seno, de tal manera que
existe otra definicién de la serie de Fourier de una funcién que es la siguiente

n=-+oo

217mt
n L.
f&)= D" cnexp—r— (1.5)

n=—oo

La relacion (1.5) se aplica a funciones de valores complejos. El coeficiente de
Fourier ¢,, se obtiene de la siguiente férmula

- _/ £(6) [ 2”””} dt (1.6)
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y puede ser, en general, un nimero complejo. Esta bien claro que existe, para
una misma funcién, una relacién entre sus coeficientes ¢,, por un lado, y sus
coeficientes a,, y b,, por el otro.

La relacion (1.6) se escribe también en la forma

Sy " [_2“;“} ar, (1.7)

T/2

que serd mas util para generalizar.

La funciéon f puede ser continua, pero las series de Fourier existen también
para funciones que tienen discontinuidades en puntos aislados (un ntmero
infinito contable de puntos)™.

La relacion (1.1) muestra que cualquier funcién periddica se puede
concebir como la suma (infinita) de funciones senoidales.

El coeficiente a( representa la parte constante de la funcién f, y se observa
que la funcién hq, tal que

2t

27t
hi(t) = a; cos % +bysen = (1.8)
tiene T' como periodo.
La funcién h.,, tal que
2mnt
T (£) = an cos 2L 13, sen % (1.9)

se llama el arménico de orden n de la funcién f; su periodo fundamental es
T'/n. La funcién hy es el armonico fundamental.

El mismo vocabulario se emplea para las funciones exp[2irnt/T]. Larazon
de esa denominacion viene del caso cuando ¢ representa el tiempo (se mide
en segundos); luego n/T es homogéneo a una frecuencia (se mide en Hz).

En resumen, una funcion peridédica f es la suma ponderada de
funciones armonicas cuyas frecuencias son multiplos enteros de la frecuencia
fundamental que es el inverso del periodo T de f. Los coeficientes de la
ponderacién son los coeficientes de Fourier.

La relacion (1.1) es muy util para tener una representacion intuitiva de
las funciones armoénicas. Por ejemplo en electricidad se pueden observar esas
funciones sobre la pantalla de un osciloscopio. La relacion (1.5) serd mas ttil
para desarrollos tedricos.

! La relacion (1.5) no se puede aplicar en un punto de discontinuad. Si f es una
funciéon de variacion finita, se muestra

n=-+oo

o enexp T = (1) + £

n=-—oo

donde f(t, ) es el limite a la izquierda de la funcion f en to (o limite por valores
inferiores a to), y f(td) su limite a la derecha. Si f es continua en to, se tiene
fty) = f(td) = f(to), y la formula anterior lleva a la relacion (1.5).
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Aplicacidn al sonido y la misica. Una flauta, como un violin o un piano,
son capaces de producir una misma nota, por ejemplo la nota la de un
diapason. Sin embargo, uno es capaz de distinguir el instrumento. ;Cudl serd
la razén? La nota la, como cualquier nota, se asocia con una frecuencia (440
Hz para la nota la de un diapason) la cual es la frecuencia fundamental de las
ondas emitidas por todos los instrumentos que la producen. La diferencia de
un instrumento al otro viene de los armoénicos: cada instrumento produce
también armoénicos que son caracteristicos, y son ellos los que permiten
reconocer el instrumento.

1.2 Ejemplos

Ejemplo 1. Se considera la funcion f (fig. 1.1), de periodo fundamental T,
definida sobre el intervalo? | — T'/2,T/2] por

T
fity=-1, si —§<t<0, (1.10)
f0)=f(1/2) =0, (1.11)
T
f) =1, siO<t<§. (1.12)
La funcién f es impar, de tal modo que a,, = 0 para cualquier n. Se calcula
2 [T/2 2mnt
bn = = f(t) sen —— dt
4 (172 2mnt
= T sen T dt
0
_ 2 {_ o 27mt} T/2
T onw T Jo
2
= —(1 —cosnn). (1.13)
nmw

Se concluye, para n > 0,

baw = 0, (1.14)

4
bany1 = (

TESr (1.15)

2 Los intervalos se denotan de la manera siguiente:

z € [a,b] sia<z< b
x €la,bsia<x<b
z €la,b] sia<z< b
x €la,b[sia<ax<b
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f(®)
: 1
IR
S o
l 1 | : Figura 1.1. Funcion cuadrada periodica.
: S Se limita la grafica al intervalo [T, T].
Finalmente se escribe
n=+oo
4 1 2(2n + V)7t
t) = — 1.16
0=z ;2n+1sen T (1.16)
4 27t n 1 67t n 1 107t n 1 14mt n
=—|sen——+-sen—— + —-sen —— + -sen——+ ... | .
s T 3 T 5 T 7 T

La figura 1.1 muestra la grafica de la funcion f entre =7y T'. La figura
1.2 muestra el armoénico fundamental (arriba a la izquierda) y varias sumas
parciales. La funcion de la parte derecha baja (fig. 1.2) es

n=9
4 1 2(2n 4 1)t
s(t) = = nEZO o 1 o T . (1.17)

AN M

I P I B I
T W T

Figura 1.2. Reconstruccion de la funcion cuadrada periodica de la figura 1.1 con
elementos de su serie de Fourier (se limitan las graficas al intervalo [T, T7]). Arri-
ba a la izquierda: armoénico fundamental. Arriba a la derecha: suma de los dos
primeros términos. Abajo a la izquierda: suma de los tres primeros términos. Abajo
a la derecha: suma de los 9 primeros términos.

La figura 1.3 muestra la suma de los 24 primeros términos.
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Figura 1.3. Suma de los 24 primeros términos.

Efecto de una banda pasante limitada. La aproximacién a la funciéon
f es mejor cuando se suman mas armoénicos. En general los sistemas reales
(fisicos) no dejan pasar los armonicos méas alla de una frecuencia de corte, es
decir, no pueden reproducir o transmitir sino un nimero limitado de armo-
nicos, y por lo tanto, solamente una aproximaciéon de la senal que reciben.
Es el caso del oido humano que no percibe frecuencias mayores de 20 kHz
(valido para un bebé; esa frecuencia disminuye con la edad hasta por debajo
de 10 kHz). En telefonia no se transmiten frecuencias vocales mayores de 6
kHz y eso explica el porqué nuestra voz se oye distinta por teléfono.

Ejemplo 2. Se considera la funcién g definida por

1

S+ 1), (1.18)

g(t) = 5

donde f es la funcion del ejemplo 1. Sean al, y b, los coeficientes de Fourier
de la funcién g. Se tiene

=1 /m a— 2 (a2 [ pma—t )
ah = — g(t)dt = — dt + — ft)dt = = . 1.19
R A 2T J 1)z 2T J 1)z 2

Para n # 0 se tiene

T/2 T/2
- / M dt + / ) cos 2% gy — o, (1.20)
T/2 T

1 (772 2mnt 1 (772 2mnt b
b == ——dt + t —dt =
" T/T/2se T T/ f()senT

La funcién g se escribe

1 2"E 1 2(2n + 1)nt
==+2 1.22
o0=3+7 D ZyismT g (1.22)

_1+2 27rt+1 67rt+1 107rt+1 147Tt+
=5 T |sen— 5 Sen 7 sen — —sen—p AU
(La relacion (1.22) se podria deducir directamente de las relaciones (1.16) y
(1.18), pero es interesante obtenerla de nuevo por el célculo integral de los

coeficientes de Fourier.)
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La funciéon g se deduce multiplicando f por 1/2 y sumandole 1/2. La
ultima operaciéon consiste en anadir una parte constante a la funciéon. Se
concluye entonces que:

- si se multiplica una funcién por algin factor, los coeficientes de Fourier son
multiplicados por el mismo factor;

- si se suma a la funcion una constante, el coeficiente ag se aumenta en esa
constante y los otros coeficientes quedan sin modificaciones.

Ejemplo 3. Se considera la funcién h definida por

h(t) = g (t - %) , (1.23)

donde g es la funciéon del ejemplo 2.
La funcion h es par. Se utiliza

sen [w (t _ Z)] (1) cos 220 E D (1.24)

n=-4o00
1 2 (—1)" 2(2n + 1)t
h(t) ==+ = 1.2
B=5+3 Z_;) mrl T T (1.25)
B 1+ 2 cos ot 1COS 67rt+1cos 107t 1COS 14t
2 T 3 T 5 T 7 T A

1.3 Definicién de la transformacion de Fourier

Las series de Fourier se aplican a las funciones perioédicas. Una funciéon
cualqueria se puede imaginar como una funcién periédica de periodo infinito.
., Qué se puede decir de las series de Fourier si T tiende a infinito?

Se nota primero que la diferencia entre dos frecuencias vecinas n/T y
(n+1)/T tiende a 0 cuando T tiende a infinito. Eso nos lleva a introducir la
frecuencia como una variable continua (variable real). La denotamos v.

Puesto que se remplaza una variable discreta (n/7') por una continua (v)
el paso siguiente consiste en remplazar las sumas discretas por integrales.
Remplazamos la relacion (1.5) por

+oo
ft) = / R (1.26)
y la relacion (1.7) por

o /+OO f(tye 2™t qt. (1.27)

— 00
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Las relaciones (1.27) y (1.26) definen la transformacion de Fourier y la
transformacion de Fourier inversa. Solamente vamos a hacer un cambio de
notacién, pues se va a considerar a ¢, como una funcién de v y se denotaré
como tal.

Sea f una funcion compleja de la variable real ¢, integrable. Se llama
transformada de Fourier de f a la funcién f definida por

—+oo
flv)= / ft)ye 2™t dt. (1.28)
La relacion (1.28) no es mas que otra escritura de la relacion (1.27).
La relacion (1.26) se escribe entonces

+oo .
ft) = / fw)e ™t dv, (1.29)

— 00

y define la transformacion de Fourier inversa (se supone que fes integrable).
Se dice que f y f forman un par de Fourier y se escribe

f=17. (1.30)

En lo anterior llamamos ¢ el tiempo y v la frecuencia. Sin embargo en
general y matematicamente ¢ y v son solamente dos variables reales. Es
solamente en fisica que interpretamos la una como tiempo y la otra como
frecuencia. Pero ¢ podria ser una longitud y en ese caso se prefiere escribirla
como z y la frecuencia v, siendo frecuencia espacial, la escribiremos como F.

Hay poca diferencia entre la transformaciéon de Fourier definida por
la relacion (1.28), que se llama transformacion de Fourier directa, y la
transformacion de Fourier inversa, relacion (1.29): solamente las diferencia
un signo dentro de la funcion exponencial. Basicamente, la transformacion
directa y la transformacion inversa son una misma transformacion. Elegir a
la una como directa y a la otra como inversa es cuestiéon de convencién. Pero
una vez que se ha adoptado una convencién, no se debe cambiar.

Nota 1.3.1 Hasta ahora se consideraron funciones de una sola variable real,
y por lo tanto la transformacion de Fourier anterior es unidimensional. En
Optica se utilizan muy a menudo transformaciones bidimensionales. Se define
la transformacion de Fourier en dimension d. Si X = (z1,22,...,24) €
Y = (y1,%2,- . .,ya) son vectores de R?, se denota (X,Y) el producto escalar
de X e Y, y se define la transformacion de Fourier de la funcion f (f es una
funcion compleja definida sobre R?) por

fovy = [ foxyesmanax, (1.31)

donde dX = dz; ---dxg. El producto escalar puede ser un producto escalar
euclidiano, es decir,
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(X,Y)=z1y1 4+ + 2q¥a

pero puede ser también de tipo seudo-euclidiano, en la forma

(X,Y) =21y1 —x2Y2 — - — Taya -

1.4 Propiedades de la transformacién de Fourier

Resumimos unas propiedades en la tabla siguiente.
pueden demostrar a partir de las relaciones (1.28) y (1.29).

Tabla 1.1. Propiedades de la transformacion de Fourier

Funcion Transformada de Fourier
&) fw)
flt—to) e ™ f(w)
ALf(t)  f(v—wo)
1(5) relfa
F)  2irvf(v)
—2intf(t)  f (v)

Otras propiedades.

(1.32)

(1.33)

En general, ellas se

1. Dada una funcién f, se denota como fla funcién f simetrizada, definida

por

donde f es la funcién compleja conjugada de la funcién f.

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)
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3. Si f es una funcion real se tiene

—~ +OO +OO . o~
Fw) = / F(t) 2t dt — / FBe ™= Fw). (1.38)

— 00 — 00

La relacion (1.38) es un caso particular de la relacion (1.37) y significa
que la transformada de Fourier de una funcién real tiene la simetria
hermitiana.

4. Si f es una funcién par se tiene

—+o0

for= [ swesmra

— 00

+oo —+oo
= / f(t) cos2mvtdt — i/ f(t) sin2wvt de

— 00 — 00

+oo
= / f(t) cos2mvtde

+oo
= 2/ f(t) cos2mutdt. (1.39)
0

Si ademas la funcion f es real, se deduce de la relacion (1.39) que la
funcién f es real. En este caso, la relacion (1.38) muestra que f es par
también. En conclusion, la transformada de Fourier de una funcién real
y par es una funcién real y par.

Nota 1.4.1 Se define la transformada en coseno de la funciéon f por la
relacion

o) = 2/0+OO f(t) cos2mvtdt. (1.40)

La relacion (1.39) muestra que si f es una funciéon par, su transformada en
coseno es igual a su transformada de Fourier.
Si f es real y par, la inversion de la relacion (1.40) lleva a

flt)=2 /0 - Fé(v) cos2mvtdr . (1.41)

Relacion de Parseval-Plancherel. Sean f y ¢ las transformadas de
Fourier de las funciones f y g. Se muestra (relacion de Parseval-Plancherel)

“+oo - +oo -
/_ £(t) 900 dt = / F) 7w dv, (1.42)

donde la barra indica la conjugacién compleja.
Como caso particular, se encuentra la relaciéon de Parseval en la forma
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+oo +oo
/ FOdt = / Fo)Pdv. (1.43)

— 00 — 00
En fisica o en teoria de senales, la relaciéon de Parseval tiene una
interpretacion relacionada con la energia (o potencia) de una senal. La
energia de una senal cuya representaciéon temporal es la funcién f, es
precisamente

+oo
E:[ |f () dt. (1.44)

La relaciéon de Parseval significa que la energia de la senial es la misma si se
calcula a partir de la representacion frecuencial de la sefial, es decir a partir
de f. (Es una necesidad fisica: la energia es una nocién intrinseca, que no
depende del modo de representacion de la senal.)

1.5 Ejemplos

Funcién rectangulo. Se define la funcion recty (rectangulo de ancho L)
por

rectz(t) =1, si [t|<L/2, (1.45)
rect,(t) =0, si [t/ > L/2, (1.46)

y se calcula su transformada de Fourier. Se denota f = rect; de tal manera
que

—~ +oo ) L2 '
f(l/) :/ rectL(t) 6*2171'1/15 dt = / 6721771/15 dt

—00 —L/2
-1 , L/2
= — |:67217r1/t:|
2imy —L/2
o 1 iTvL —invL
T 2inw (e ¢ )
senmLv
=L —-:. 1.47
Ly ( )
I sen Ly
rectr, () mLv
L
1 =
[ 1
: 0 : t 0 v
—L/2 L/2 L

Figura 1.4. La funcién rectangulo y su transformada de Fourier.
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(Hay una simplificacion por L en la relacion (1.47), pero no la hacemos para
hacer aparecer una funcion de la forma senx/x.)
Se escribe

senmwlLv

recty,(t) = L (1.48)

wLv

La similitud entre la transformacion de Fourier directa y la inversa (y el
hecho que recty, es una funcion par) permite escribir

senmLt
L I = rect,(v) . (1.49)

Funcién de Gauss. El par de Fourier siguiente es un clasico importante:

e = e (1.50)

La funcion de Gauss es su propia transformada de Fourier (fig. 1.5). Se tiene
también
—¢2

exp | —
V2o p[202

] = exp[-2n%c??]. (1.51)

2
—t g

Figura 1.5. La funcién de Gauss es su propia transformada de Fourier.






2. Convolucion

2.1 Un ejemplo

Empezamos con un ejemplo que debe ayudar a entender como se interpreta el
producto de convolucién en fisica. Se considera un objetivo (para simplificar,
asimilado a una lente delgada) que forma la imagen de un objeto (aqui una
flecha, véase la fig. 2.1). Segun las leyes de la Optica geométrica paraxial, la
imagen obtenida es una copia del objeto. Solo existe un aumento entre los
dos: la imagen puede ser méas grande que el objeto (es el caso en microscopia)
o méas pequena (por ejemplo en fotografia comun). La imagen se deduce
del objeto en una homotecia cuyo factor es igual al aumento (transversal).
Cuando el aumento es negativo, la imagen queda invertida con respecto al
objeto (fig. 2.1).

Figura 2.1. Formacién de una imagen
¢ por un objetivo, segin la Optica geo-

métrica paraxial. La imagen es una copia
homotética del objeto; el aumento es el
factor de homotecia.

Se formaliza lo anterior de la manera siguiente. Se eligen coordenadas x,
y en el plano del objeto, y ' y 3’ en el plano de la imagen. Si U(x,y) es la
amplitud de la vibraciéon luminosa en el punto (z,y) del objeto, la amplitud
luminosa de la imagen es

Ua(a',y')=U (x—/ y—/> : (2.1)

)
a a
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Figura 2.2. En realidad, la imagen de un
punto a través de un objetivo no es un
punto, sino que la imagen esta méas bien
una manchita. Esta manchita se debe a
la difraccion (se supone el objetivo bien
corregido de las aberraciones).

donde a es el aumento transversal que corresponde a la posiciéon del objeto.
Se dice que Ug es la amplitud geométrica de la imagen. En la relacion (2.1)
no se escribe el término exp 2irvt (v es la frecuencia de la luz); ese término
apareceria en ambos lados de la relacién y por lo tanto se simplifica.

En la relacion (2.1) se desprecio también un coeficiente multiplicativo que
traduce la transmision parcial del objetivo, y otro factor relacionado con el
aumento; eso no afecta el resultado que se quiere mostrar aqui.

A veces, es mas conveniente utilizar notaciones vectoriales: r = (z,y) y
r' = (a/,y’), de tal manera que la relacion (2.1) se escribe

7,,/

Ua(r') = U(g) . (2.2)

En realidad, la imagen de un punto no es un punto sino una manchita,
como lo muestra esquemdaticamente la figura 2.2. Dos fenémenos explican
eso: (a) las aberraciones geométricas del objetivo; (b) la difraccion (por la
abertura limitada del objetivo). En un buen objetivo, bien concebido y bien
construido, las aberraciones son corregidas y se pueden despreciar. Queda el
efecto de la difraccion y éste constituye precisamente un tema de aplicacion
de la optica de Fourier (véase el parrafo 6.2, en particular el efecto de la
pupila, p. 59).

.,Cudl es la consecuencia de la presencia de la manchita sobre el aspecto
de la imagen? Se considera de nuevo la flecha objeto de la figura 2.1. Cada
punto luminoso que constituye esa flecha tiene como imagen una manchita
como la que aparece en la figura 2.2. El resultado esté ilustrado en la figura
2.3.

., Coémo formalizar ahora la formaciéon de la imagen, cuando se toma
en cuenta lo anterior, es decir, la presencia de la manchita de difraccion?
Denétese por m a la funciéon que describe la amplitud luminosa de la
manchita. Para empezar, se consideran solamente dos puntos A y B del
objeto de coordenadas respectivas r4 = (24,ya) y rs = (zp,yp). Laimagen
geométrica del punto A es el punto A’ de coordenadas 'y = (2/4,9/) v la
imagen geométrica de B es B’ con 1’y = (25, y’5). Por definiciéon del aumento
transversal a, se tiene

'y =ara, (2.3)
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Figura 2.3. Aspecto de la imagen fisica
cuando se toma en cuenta la manchita de
difraccion de la fig. 2.2.

r's =argp. (2.4)

Pero la imagen fisica de A es una manchita centrada en A’. Esa mancha
genera en el punto 7’ del plano de la imagen la amplitud luminosa

Va(r')y=m(r —7'y). (2.5)

Igualmente la imagen fisica de B es la misma manchita pero centrada en B’;
ésta genera en el punto 7’ la amplitud luminosa

Ve(r') =m(r' —r'). (2.6)

Sea P’ un punto entre A’ y B’, de coordenadas rp = (2, yp) (fig. 2.4).
La amplitud luminosa en P’ es

U'(rp) = Va(rp) + Va(rp) = m(rp — %) + m(rp — 7). (2.7)

Figura 2.4. La amplitud luminosa en
P’ es la suma de la amplitud debida
a Ay de la amplitud debida a B.
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Hay que introducir una pequefia modificacién a lo anterior, pues se supuso
implicitamente que A y B emitian una misma amplitud luminosa. En
realidad, uno de los dos puntos puede ser mas luminoso que el otro. Por
lo tanto se deben remplazar las relaciones (2.5) y (2.6) por

Valr'y=U(ra)m(r' —r'y), (2.8)
Ve(r') =U(rg)m(r' —r’), (2.9)

donde U(r 4) es la amplitud luminosa en A y U(rp) en B. Luego la relacion
(2.7) resulta en

U'rp) =U(ra)m(rs —7'y) + U(rg) m(rp — rp). (2.10)

Se introduce la amplitud de la imagen geométrica—relacion (2.2)—y se
utilizan las relaciones (2.3) y (2.4) para escribir la relacion (2.10) en la forma

U'(rp) = Uc(rla) m(rp — rla) + Uc(rp) m(rp — 7). (2.11)

Se considera ahora que el objeto es un conjunto de J puntos luminosos
Aj; (j=1,...,J). En el plano de la imagen, las coordenadas del punto A;,
la imagen de Aj, son r; = (2,y;). Se generaliza la relacion (2.11) de tal
modo que la amplitud luminosa generada en P’ por los puntos luminosos A;

se escribe

U'(rh) = Z Uc(r))) m(rp — 7). (2.12)

Finalmente se considera que el objeto es un continuo de puntos como los
puntos A;. Se remplaza la suma de la relacion (2.12) por una integral y se
obtiene

U'(rp) = /R2 Ug(r')ym(r’p —r')dr’, (2.13)

donde dr’ = da’ dy’ si v’ = (2/,y’). La integral en la relacion (2.13) es una
integral “doble” como lo indica el indice R?.
Con coordenadas 2’,y’ la relacion (2.13) se escribe

U (e = |

. Ug(x',y)m(z's — 2/ yp —y/)da’ dy' . (2.14)
R

Se dice que la funcion U’ es el producto de convolucion de las funciones
Ug y m, y se denota

U =Ug*m, (2.15)
o también (se quita el indice P de las coordenadas)

U'(r'y=Ug*m(r'), (2.16)

U, y) = Ug + m(@',y) . (2.17)



2.2 Definicién y propiedades del producto de convolucion 19

2.2 Definicién y propiedades del producto de
convolucién

El producto de convolucién de las funciones f y g es la funcién h definida
por

MU:AfWM@—ﬁ&U (2.18)

cuando la integral existe.

Se escribe h = f x g y también h(t) = f * g(t). A veces es util hacer
aparecer la variable sobre la cual se toma la integral y se escribe, de manera
abusiva (pero jpractical),

h(t) = [f(t') = g(t)](t), (2.19)

donde t' es una variable muda.

La relacion (2.18) es una version unidimensional de la relacion “bidimen-
sional” (2.13). Mas generalmente, se define el producto de convolucion para
funciones definidas sobre R?.

La relacion (2.18) se escribe también

)= [ 1t~ t)glt)ar. (2.20)

R

y se deduce que el producto de convolucién es conmutativo
frxg=gx*f. (2.21)
Se muestra que la funciéon h = f * g es derivable y se tiene
W=fxg=fxg. (2.22)

En el caso de funciones de dos (o mas) variables se tienen relaciones
equivalentes con las derivadas parciales. En dos dimensiones, si h = f % g, se
escribe

h(z,y) = /RQ f@'y)glx -2’y —y')da"dy', (2.23)
luego

oh  O(f % 0 0

%:%:a—i*g:f*a—i. (2.24)
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2.3 Convolucién y tranformacién de Fourier
El resultado central es

fxg = f3, (2.25)

es decir, la transformacion de Fourier transforma un producto de convolucion
en un producto sencillo. Se tiene también la propiedad “dual”

fg = f*7. (2.26)

Una prueba formal de la relacion (2.25) es la siguiente. Se calcula

Frgw) = /R e—2im{ /R £ g(t—t')dt’} dt

_/Rf(t’){/Rg(t—t’)eQi””t dt} dt’

:‘/Rf(t/)/g\(y) e—2i7rut/ dt/
= 3(). (2.27)

(Para pasar de la segunda linea a la tercera se utiliza el resultado que figura
en la segunda linea de la tabla 1.4 p. 10.)

2.4 Ejemplo de aplicacién

Funcién triangulo. Se denota Ay la funciéon triangulo de base 2L y altura
L, definida por

A = recty, x recty, . (2.28)

Se calcula

+o00 L/2
AL(t):/ rectL(t’)rectL(t—t’)dt’:/ recty (t —t')dt’. (2.29)

o L2
Se obtiene

sit<—L, AL(t):O,

si —L<t<0, ALt)=t+1L,

si 0<t<L, Ap(t)=L—t,

si L <t, AL(t) =0.

Se observa que Ar(0) = L.
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Transformada de Fourier de la funcién triangulo. Esta se podria
calcular por intermedio de una integral. Sin embargo resulta mas directo
utilizar la relacion entre el producto de convolucién y la transformacion de
Fourier: puesto que la funcion Ay, es igual al producto recty, *recty, segtin la
relacion (2.25) su transformada de Fourier es el cuadrado de la transformada
de Fourier de la funcion recty,. Se escribe

2
sen “mwLv
[2

La figura 2.5 ilustra este resultado.
, sen?wLy
w2 L2y?
AL(t) L?
L
0 t 0 v
) ! L 1
L

Figura 2.5. La funcién tridangulo de base 2L y su transformada de Fourier.

2.5 Filtros lineales

Muchos sistemas fisicos son lineales en el sentido matematico, lo que signi-
fica: (a) que la respuesta de tal sistema a un multiplo de una excitacion es
el mismo multiplo de la respuesta a esa excitacion; (b) que la respuesta a la
suma de dos excitaciones es la suma de las respuestas correspondientes. Muy
a menudo, la linealidad es una consecuencia de la linealidad de las ecuaciones
que gobiernan el fenémeno fisico considerado: por ejemplo las ecuaciones
de Maxwell son lineales y las ondas electromagnéticas que se propagan en
un medio lineal'! se pueden sumar (asi se explican las interferencias); en
mecanica cudntica, la ecuacion de Schrodinger es lineal® y la consecuencia
es la linealidad de sus soluciones: se pueden sumar las funciones de ondas y
obtener interferencias de ondas de probabilidad.

Un filtro lineal es un sistema lineal invariante por traslaciéon. El objetivo
estudiado en el parrafo 2.1 es un filtro lineal; la hipotesis de la invariancia

! Existen medios no lineales.
2 En fisica matematica, existe una ecuacion de Schrodinger no lineal. Se encuentra
por ejemplo en la teoria de los solitones.
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por traslacién era implicita y se utiliz6 cuando se supuso que la misma
funcién m describia la manchita de difraccion debida al punto A o al punto
B (o, al fin, a cualquier punto del objeto). La manchita es la respuesta
del sistema (el objetivo) a una excitacion puntual (un punto luminoso) y
se denomina respuesta percusional o respuesta de impulso del sistema. El
objetivo es invariante espacialmente porque la respuesta de impulso es la
misma, cualquier sea el punto luminoso que se considera en el plano del
objeto®. Al fin, el objetivo es un filtro lineal espacial.

Muchas veces se estudian sistemas temporales, es decir que el tiempo es
la variable que permite describir esos sistemas. En tal caso la invariancia
anterior es una invariancia temporal. La respuesta de impulso del sistema es
la respuesta a una excitacién infinitamente breve, que llamamos impulso de
Dirac*. La invariancia temporal significa que la respuesta del sistema a un
impulso de Dirac es la misma, cualquiera que sea el momento de emisién del
impulso.

La propiedad esencial de un filtro lineal es la siguiente. Sea S un filtro
lineal, es decir un sistema lineal invariante por traslacion. Sea r la respuesta
de impulso del filtro. Luego, la respuesta s del sistema a una excitaciéon
cualquiera e es el producto de convoluciéon de r y e

s=rxe. (2.31)
Para un sistema temporal se escribe
sty =r=xe(t). (2.32)

Las relaciones (2.16) y (2.17) son validas para un filtro lineal espacial (en dos
dimensiones).

Descripcion frecuencial. Considérese en adelante un filtro lineal temporal.
El caso de los filtros lineales espaciales son parte de la 6ptica de Fourier y se
estudiaran en el capitulo correspondiente (capitulo 6).

Un mismo filtro lineal S se puede describir utilizando la frecuencia v
en lugar del tiempo, y es precisamente la transformacion de Fourier la
que permite pasar del espacio temporal al espacio frecuencial. Se aplica
la transformacion de Fourier a ambos miembros de la relacicon (2.32) y se
obtiene

() =) ew). (2.33)

La funcion 7 se llama funcion de transferencia del filtro lineal.
La relacion (2.33) tiene gran ventaja practica sobre la relacion (2.32).
Considérense dos filtros lineales S; y S2 de respuestas de impulso respectivas

3 Es solamente una aproximacion, debido a la aberracion llamada distorsion.
* La introducciéon de la distribucion de Dirac (véase el capitulo 3) permitira
formalizar eso con mas rigor.
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r1 y ro. Se envia una excitacion e sobre S y la respuesta que se obtiene
sirve de excitacion a Sz (se dice que 81 y S estan en cascada). La respuesta
temporal del sistema S»Sp se escribe

s=ryx(ryxe). (2.34)

La relacion (2.34) se puede escribir con integrales, pero el resultado es un
poco complicado. Se dificultan més las cosas si hay varios sistemas seguidos.
En cambio, en el espacio frecuencial, el sistema S>S7 se traduce por

s(w)=ra(v)r(v)e(v). (2.35)

La relacion (2.35) se generaliza a un numero cualquiera de filtros lineales
seguidos. La funcién de transferencia del sistema resultante es el producto
(sencillo) de las funciones de transferencia de cada sistema.






3. Distribuciones

La transformacion de Fourier, tal como se introdujo en el capitulo 1, se
aplica a funciones integrables (se entiende integrables entre —oo y +00). Se
plantea luego el problema siguiente: las funciones coseno, seno o exponencial
de argumento imaginario no son integrables y por lo tanto no tienen
transformadas de Fourier en el sentido del capitulo 1. Esa situacion no es
admisible, pues seria renunciar a utilizar las funciones anteriores en muchas
aplicaciones relacionadas con la transformacion de Fourier.

La teoria de las distribuciones es un marco matematico riguroso en el cual
se define precisamente la transformacion de Fourier de las funciones coseno y
seno. No se trata acd de desarrollar esa teoria, sino de presentar de manera
intuitiva unas distribuciones que se utilizan con frecuencia en 6ptica y en la
teoria de sefiales y sistemas. Se trata de la distribucion y de la peinilla de
Dirac.

3.1 Distribucion de Dirac

La distribuciéon de Dirac como limite de funciones. Se considera la
funcioén rect;, cuya transformada de Fourier es la funcion

senmLv

recty,(v) = L (3.1)

wLv

Si se aumenta el valor de L, la funcién rect; se vuelve més ancha y su
transformada de Fourier méas estrecha. Si L tiende a infinito, recty,(t) tiende
a 1 para cualquier t. Es decir que la funcién recty, que es integrable, tiende
a la funcion ¢t — 1 que no es integrable.

. Que pasa en el dominio de Fourier (espacio frecuencial)? Cuando L
tiende a infinito, se tiene, para todo v # 0,

senmwLv
L— — 0. 3.2
wLv (3.2)

El valor de recty, en v = 0 es L, y tiende a infinito. Se podria decir que la
funcion recty, tiende hacia una funcién que vale cero en todas partes, menos
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en 0 donde es infinita. En la realidad eso no es exactamente una funcion,
sino mas bien una distribucién: es la distribucién de Dirac, la cual se denota

J.

Se tiene
§ = lim recty,, (3.3)
L—oc0

0, con notaciéon abusiva,

L
§= lim 22120 (3.4)

L—oo wLv

Si se toman los limites de ambos miembros de la relacion (3.1) se obtiene

1=29. (3.5)
El mismo método aplicado a la relacion (1.49) lleva a

0= 1. (3.6)

Se nota que se pudo asociar una transformada de Fourier a una funcién
que no es integrable (la funcion ¢ — 1). La transformada de Fourier obtenida
no es una funcion, sino una distribucién (la distribucion de Dirac).

Otros limites. Se muestra también
5 = lim + rect (3.7)
= LILI}J I3 recty, . .

Se observa que cualquiera que sea L se tiene

Figura 3.1. Funciones rectangulo normadas, de la forma rectz,, /Ln, que tienden
a una distribucién de Dirac cuando n tiende a infinito (L; < Lj si ¢ > j). La
superficie de cada rectangulo es la misma.
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1 [t
I / recty(t)dt =1, (3.8)

lo que traduce que las funciones (1/L)rect; son normadas. La figura 3.1
muestra unas funciones rectangulo normadas, cuyo limite es una distribucion
de Dirac.

Se muestra también que la distribucién de Dirac es el limite de unas
funciones de Gauss. Precisamente se tiene

§= lim ne ™" (3.9)

n—oo

Distribucién de Dirac en to. Por comparacion con la relacion (3.7), se
define d;, como

.1
Oty = %1_>mO I rectr, (t — to) . (3.10)

La relacion (3.17) ofrece otra posibilidad de definicion.

Multiplicaciéon de una distribuciéon de Dirac por una funcién. Si f
es una funcion continua en 0, la relacion (3.7) lleva a

lim % F(t)rectL(t) = £(0) 4, (3.11)

L—0

y se define el producto de f y § como

fo=r(0)0. (3.12)
Mas generalmente, si f es continua en to, se deduce de la relacion (3.10)
[, = f(to) b, - (3.13)

3.2 Transformada de Fourier de las funciones senoidales
Se considera la funcién f tal que

f(t) = rectp(t) cos2mupt , (3.14)
que se puede escribir

ft) = %rectL(t) (eQi’”’“t + 672“”’”) . (3.15)

Las propiedades de la transformacién de Fourier llevan a

~ L senwL(v —vy) L senmwL(v+ 1p)
f)=% .
2 7wL(v—rp) 2 7wL(v+w)

(3.16)
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Se considera que L tiende a infinito. Lo que se dijo en el paragrafo anterior
sobre la funcion (L senwLv) /7Ly se puede decir ahora pero cambiando v por
vV—1yy V—+1.

Se define la distribucién de Dirac en v = 9 como

senTL(v — 1)

s Lh—r>I<1>oL 7L(v — 1) (3:-17)
y la distribution de Dirac en v = —v como

6y = Jim L % . (3.18)

Por otra parte, cuando L tiende a infinito, se tiene para todo ¢

f(t) =recty(t) cos2mvyt — cos 2t (3.19)

de tal modo que, en el limite, las relaciones (3.14) y (3.16) conllevan a
1
cos 2mvgt = 5(51,0 + 1) - (3.20)

La figura 3.2 ilustra este proceso (s6lo falta el coeficiente 1/2 que se encuentra
en el calculo explicito).
Por linealidad de la transformaciéon de Fourier se obtiene luego

~

S h
ALAMALAAAAL ¢ I\ N v
TRV ‘ ‘
-1 N Vo
fa f2
t [\ ﬂ v
A e A
—lo ~ o
f3 ’
t {\ v
Aﬂ ﬂ/\ f A
—Lp 140}

Figura 3.2. Considérense las funciones f; definidas por f;(t) = rectr, (t) cos 2mvot.

La transformada de Fourier de f; es fj; ésta se compone de dos “picos” expresados
por funciones de la forma senz/z y localizados en la frecuencias —vg y vo, como
lo muestra la grafica. Si j > i, se supone LJ > L;, de tal modo que los dos picos
de fJ son mas estrechos que los picos de fz, como lo muestra la grafica. Cuando j
tiende a infinito, las funciones f; tienden a la funcion cos2mpt y las funciones fJ
tienden a dos distribuciones de Dirac, localizadas en —vp y vp.
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e2iﬂ-v0t = 51/0 , (321)
y también
1
sen 2wyt = 5(5,,0 — 0 1) - (3.22)
i

Finalmente, las funciones senoidales tienen una transformada de Fourier,
en forma de una distribucion.
El mismo método lleva a los resultados siguientes

5y = e 2t (3.23)
1

5(5150 +0_yy) = cos2muity, (3.24)
1

— 515 — (Sft = —sen2nvtg. 3.25
21 0 0

3.3 Distribucién de Dirac y producto de convolucién

Para facilitar las escrituras se denomina F' la funcion definida por
t — B(t) = ™ot (3.26)
Se sabe ya que E = dy,- Se considera la relacion (véase la tabla 1.4 p. 10)
2ol f(1) = F(v— 1), (3.27)

que se escribe también

o~

E@t) ft) = fv—w). (3.28)

Pero se tiene l/?\f = E« f, de tal modo que se obtiene

~ ~ o~ ~

Fw—w) = Ex fv) =6, * f). (3.29)

Se concluye que hacer el producto de convolucién de una funcién con la
distribuciéon de Dirac 6,, es equivalente a trasladar la funcion en vy.
En particular si se toma 1y = 0 se obtiene

~

Fw)=6xF). (3.30)

La relacion (3.30) es valida cualquiera que sea la funcion fde tal modo que la
distribucion de Dirac en 0 es el elemento neutro del producto de convolucion.

Claro esta que las mismas relaciones quedan validas en el espacio original,
es decir con la variable t.
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Aplicacidn a los filtros lineales. Se vio en la seccién 2.5 que la respuesta
s de un filtro lineal a una excitaciéon cualquiera e se escribia s = r x e, donde
r era la respuesta percucional (o de impulso) del filtro. Si e = ¢ (distribucién
de Dirac) se obtiene s = r % J = r, es decir que la respuesta percusional del
filtro es su respuesta a un impulso de Dirac, como se mencion6 en la secciéon
2.5.

Se pasa al dominio de Fourier por una transformacién de Fourier. El
producto de convolucién se vuelve un producto sencillo y se tiene

s=re. (3.31)

La funcion (o distribucién) 7 es la funcion de transferencia del filtro.
La figura 3.3 ilustra las dos descripciones equivalentes de un filtro lineal
temporal.

1 r
— > Filtro lineal Filtro lineal | ——F —— >
e(t) s(t) =r=*e(t) e(v) s(v) =7r(v)elv)
a b

Figura 3.3. Filtro lineal (temporal): (a) Descripcion temporal; (b) Descripcion
frecuencial.

3.4 Notacion

Aunque la distribuciéon de Dirac no es una funcién, es practico, a veces,
escribirla como si fuera una funcion. Asi, en lugar de §, se escribre 0(¢), en
el espacio “temporal” y §(v) en el espacio frecuencial. Se escribe también
0(t — to) en lugar de dy,.

3.5 Derivacién

En la teoria de las distribuciones, se muestra que cualquier distribuciéon es
indefinidamente derivable. Nos limitamos aqui a examinar las derivadas de
la distribucién de Dirac.

Sea f’ la derivada de la funcion f. Puesto que ¢ es el elemento neutro del
producto de convolucién, se escribe

Fr=d6xf. (3.32)

Pero si se recuerda que (f xg)’ = f'xg = f x ¢, es natural escribir
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(5*f’:(5’*f. (3.33)

La relacion (3.33) define la distribucion derivada de la distribucion de Dirac,
denotada ¢'.

La generalizacion a la derivada de orden n (n numero entero positivo) es
inmediata, en la forma

8w f =g f0) = (), (3.34)

., Cudl es la transformada de Fourier de §’? Para encontrarla se utiliza

Fit) = F(v) =2imvf(v). (3.35)
Luego se escribe f/ = ¢ * f de tal modo que

=07 (3.36)
De la comparacion de las relaciones (3.35) y (3.36) se deduce

§ = 2inv. (3.37)

El mismo método desarrollado a partir de la relacion

—2irt f(t) = [ (v), (3.38)
lleva a
—2int = §'. (3.39)

La generalizacion al orden n se escribe
6™ = (2im)", (3.40)

(=2ixt)™ = §). (3.41)

Funciéon de Heaviside. Se denota Y la funcion de Heaviside definida por
Y(t)=0,sit<0;eY(t) =1,sit>0. Es una funcion discontinua en 0,
y luego no tiene derivada en 0 como funcién. Sin embargo, si se considera
como una distribucién, se puede derivar y se muestra

Y =6, (3.42)

Mas generalmente cualquier funcién que tiene una discontinuidad se
puede derivar, en el sentido de las distribuciones. La derivada contiene una
distribucién de Dirac en cada punto de discontinuidad de la funcion.
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3.6 Peinilla de Dirac

Definicién y transformada de Fourier. Una peinilla de Dirac se compone
de distribuciones de Dirac periédicamente trasladadas. Si L es el periodo, la
peinilla se denota LUl y se define como

n=-o00

=L > 0nr, (3.43)

n=—oo

donde n es un namero entero. Con una notacion funcional, la relacion (3.43)
se escribe

n=-o00
LWip(t)=L Y  d(t—nL). (3.44)
Se muestra
n=+oo
Wir(t) = L) = Y. 5@-%) . (3.45)

Funciones periddicas. Sea f una funcién periddica, de periodo fundamen-
tal T'. Sea m la funcién definida por

mt) = f(), s -=<t<, (3.46)
2 2
m(t) =0, si g <1t. (3.47)

La funcién m es el “motivo” de f, de tal modo que f aparece como la perio-
dizacion de m.
Para t € |(2n — 1)T/2, (2n + 1)T'/2] se tiene

f@&) =m(t —nT)=mxd,(t). (3.48)

Puesto que los intervalos |(2n — 1)T'/2, (2n + 1)T/2] son de interseccion vacia
y cubren R cuando n describe Z, se obtiene, para todo t,

n=+oo
f(t) = [m* > 574 (t)= %m* L7 (t), (3.49)
es decir
f:lm*mT. (3.50)

T

Para calcular la transformada de Fourier de la funcién f se aprovecha el
hecho que es un producto de convolucion. Se utiliza la relacion (3.45) y se
obtiene
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Fw) =m) Wy (). (3.51)
La relacion (3.51) se escribe también de la forma
n=-+oo n=-+oo
~ ~ n —~ n n
flv) = n;m m(v)o (V — T) = n;mm (T) ) (u — T) . (3.52)

Ejemplo. La funcién h del ejemplo 3 p. 8 se describe con el periodo 7'y el
motivo m = rectr/3. Luego

1
h= T reCtT/2 * LLp . (353)
Se utiliza
Ty
T sen ——
rectT/2(t) = 5 TB, (354)
2
y por transformacién de Fourier se obtiene
N v
. 1 n=rToo sen T n
M) =3 ; Ty 5(V_T>
- 2
I nm
n=+00 sen —
2

=3 ¥ = i(v-§)

n=—oo 2
1 1"~ 2n + 1
nni;é 80

Por transformaciéon de Fourier inversa se encuentra de nuevo la expresiéon
de la funcién h en la forma de una serie de Fourier. Primero se escribe la
relacion (3.55) como

B(y):15+l+f (=D" {5 <y— 2”;1> +5<u+2”T+1)} . (3.56)

2 ™ 2n+1

n=1

Por transformacion de Fourier inversa se obtiene

“+oo
1 23X (-1 2@n+ Dt
h(t) = -+ — . .
(t) 24—7Tn§:12n+1cos (3.57)

T

La relacion (3.57) no es mas que la relacion (1.25) que se obtiene por las
series de Fourier. Mas generalmente, la teoria de las distribuciones permite
considerar las series de Fourier como casos particulares de transformadas de
Fourier. En la practica, la nociéon de peinilla de Dirac permite obtener la serie
de Fourier de una funcioén periédica a partir de su transformada de Fourier.
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Formula sumatoria de Poisson. Sea f una funcién y f su transformada
de Fourier. Se muestra

n=-+oo

n:i)o f(%) _y _z_: F(no). (3.58)

La relacion (3.58) es una version de la formula sumatoria de Poisson. Una
version mas simple se encuentra para £ =1y es

n=+oo n:—i—ooA
dSofm)y= > fn). (3.59)

Existe una version mas general en la forma

n=+oo n=+oo

> ft—no) =% > f(%) e2imnt/t (3.60)

n=—oo

Puesto que 5 = 1, la relacion (3.60) se adapta a la distribucion de Dirac
en la forma

n=-+oo n=+oo

1 imnt
> ot —nb) = ; D e/t (3.61)

n=—oo n=—oo

3.7 Teorema de interpolacién

El teorema siguiente tiene gran importancia en la teoria de sefiales y sistemas.

Teorema (Shannon-Wittaker). Sea f una funcién continua de la variable
real t, y sea fsu transformada de Fourier. Si el soporte de f estd incluido*
en [—uvy, o], luego el valor de [ en cualquier valor de t esta perfectamente
definido por los valores que toma f en los puntos t, = nf, donde £ < 1/2vy.
Precisamente

n=-+oo . —n
=3 ¢ f(nﬁ)%w. (3.62)

En particular, si £ = 1/2vy, se obtiene

f(t) =n_z+:wf( u ) sin(2mrot — n). (3.63)

= 219 2wyt — nw

Se puede entender el teorema de Shannon en forma intuitiva a partir de
las figuras 3.4 y 3.5. La figura 3.4 representa una funcion f (a la izquierda)

y su transformada de Fourier f (a la derecha). Se supone que el soporte de
f esta incluido en el intervallo [—vp, 1]

! Significa que f(u) =0siv ¢ [—vo, 0]
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F() fw)

T T
—Vo Vo

Figura 3.4. La funcién f tiene una transformada de Fourier (espectro) de soporte
finito incluido en [—wvp, vo].

Se considera la funcién fy,, la cual es una versiéon muestreada de la funcién
f. Es decir que fi, es una suma de distribuciones de Dirac en la forma

n=+o00 n=+oo
fm)= " fOSE—nt)= > f(n)s(t—no), (3.64)

donde / es el paso del muestreo. El hecho de muestrear la funciéon f se traduce

por una periodizacién en el espacio de Fourier, como lo muestra la figura 3.5.

Mas precisamente se utiliza la formula somataria de Poisson para escribir
n=-+oo

fm(y) Z f*gnl(V)

n=—oo

n=-+oo

:f* Z gng(V)

n=+oo

_ zmz f(y - %) . (3.65)

Si £ > 1/219 no hay recubrimiento de espectros, lo que significa que sobre
el intervalo [—vp, 1] la funcion f,, se confunde con la funcion f/¢. Luego si
se multiplica fy, por la funcién recty,, se tiene

F(v) = € fn(v) rectay, (v), (3.66)

y si se aplica la transformacion de Fourier inversa a los dos miembros de esa
relacion se obtiene la relacion (3.62).
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Jm(t) Fn(v)
1/¢
L :
o -t v w

Figura 3.5. La funcién fu es la funcién f de la figura 3.4 muestreada al paso /.
Su transformada de Fourier es la transformada de Fourier de f periodizada al paso
1/€. Si £ > 1/2vp no hay recubrimiento de espectros y la transformada de Fourier
de f se obtiene si se multiplica fm por la funcién recta,, .



4. Frecuencia espacial

4.1 Nocién de frecuencia espacial

Sea U una funcién® de dos variables espaciales reales x e y. La funcion U
puede tomar valores complejos; pero si 0 < U(z,y) < 1, se puede considerar
que U representa una imagen, como aparece sobre una fotografia en blanco
y negro (o en una diapositiva). Se adoptara el término “imagen”, o “imagen
compleja”; en un sentido general, y se dice que la funcion U es la amplitud
de la imagen. R

La transformada de Fourier de U es la funcién U definida por?

-~

U(Fz,Fy):/ U(x,y)eQi”(ze+yFy)d:1:dy, (4.1)
R2

donde F; y F, son las variables conjugadas de e y. Se denomina frecuencia
espacial la variable vectorial F' = (Fy, F), y se denota su médulo F' = || F||.

La dimension de F es el inverso de la longitud y se mide en mm~! (o a veces
por el nimero de lineas por milimetro).
La transformacion de Fourier inversa permite escribir
Ulz,y) = / U(F,, F,) e 2@ vl g p, dF, . (4.2)
R2

Se emplean también notaciones vectoriales: por ejemplo, si r = (z,y), se
denota r = ||r|| = (2 +y*)'/? y dr = dady. Luego las relaciones (4.1) y
(4.2) se escriben

U(F) = /RQ U(r) e ™ Fdr, (4.3)

! Se denota U la funcion considerada porque sera mas en adelante la notacion para
la amplitud del campo eléctrico.

2 Se define la transformacion de Fourier “espacial” con un signo positivo en la
funcién exponencial. La razén es que la fase de las ondas electromagnéticas
se escribe en la forma wt — k-r y se refiere a un producto escalar seudo-
euclidiano del espacio-tiempo. En el espacio-tiempo, la transformacion de Fourier
se define luego en base al mismo producto escalar, véase la nota 1.3.1 p.9.
La transformacion de Fourier de dos dimensiones espaciales no es mas sino
una transformacion de Fourier parcial, deducida de la transformacion espacio-
temporal, y por tanto aparece naturalmente el signo positivo en su definicién.
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Y

1/F,

¢ Figura 4.1. La imagen elemen-
O0N\1/Fy tal asociada con la frecuencia es-
pacial F = (F,, Fy) tiene crestas
ubicadas sobre una red de rectas
paralelas. El periodo espacial es
p.

U(r) = /R ] U(F)e 2" FqF. (4.4)

La relacion (4.2)—o la relacion (4.4)—muestra que U (z, y) se descompone
en la base de las funciones exponenciales complejas exp|—2in(xF, + yF,)].
Tal funcién representa, aparte de una constante dimensional, la “imagen”
elemental asociada con la frecuencia espacial pura F = (Fy, F).

Para tener una representacién intuitiva de la imagen asociada con la
frecuencia espacial F = (F,, Fy), considérense los puntos (z,y) del plano
z = 0 que satisfacen exp[—2in(xF, + yF,)] = 1. Estos puntos son tales que

zFy +yFy=m, dondemecZ, (4.5)

y se reparten sobre un conjunto de rectas paralelas de periodo espacial (fig.
4.1)

! L (4.6)

pziz
/Fm2+Fy2 F

El periodo espacial p es el médulo del “vector periodo espacial” p definido
por

p=a(FiFy). (@7)

Se observa que F:p = 1 (en esta relacién p es el vector periodo espacial
asociado con la frecuencia espacial F').

Para una ilustracion concreta, se considera la parte real de la imagen
compleja asociada con la frecuencia espacial F' = (Fy, F;) que se representa
por

Ui(z,y) = cos[2m(xF, + yF,)]. (4.8)
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Y

Figura 4.2. A la izquierda: una representacion esquematica de la amplitud asocia-
da con una frecuencia espacial, en forma de tejas. A la derecha: representacion de
una funcion cos®[2rxFy + yFy)]; el hecho de considerar el cuadrado de la funcion
coseno hace que el periodo espacial es p/2 donde p = (F,/F? F,/F?).

Luego esta amplitud tiene sus valores extremos sobre una red de rectas para-
lelas (fig. 4.1). Una representacion esquematica de una imagen elemental (o
mas bien de su parte real) esta dada por unas tejas romanas (fig. 4.2), cuyas
crestas corresponden a los méaximos de la funcion cos[2w(xF, + yF,)].

La figura 4.3 ilustra el aspecto bidimensional de las frecuencias espaciales.
Se pueden variar el periodo espacial y también la orientacién.

La relacion (4.2) nos lleva a considerar una imagen, representada por
U(z,y), como la suma (superposicién) de imagenes elementales similares a
las tejas de la fig. 4.2, de varios periodos y orientaciones (cada término de la
suma se pondera por su coeficiente de Fourier). Se muestran ejemplos en el

N

F2 3

W

Figura 4.3. Aspecto bidimensional de las frecuencias espaciales. Las frecuencias
espaciales F'1 y F'> tienen el mismo moédulo (Fy = F) y distintas orientaciones.
Las frecuencias espaciales F'> y F's tienen misma orientacién y mdédulos distintos:
F3 > F5.
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4.2 Reconstruccion de imagenes

Se utiliza una version discreta de la relacion (4.2) para reconstruir
numéricamente una imagen cualquiera a partir de las funciones elementales
de la forma exp[—2inF-r], donde F es una frecuencia espacial. Se calcula
primero la transformada de Fourier de la imagen inicial y asi se obtienen los
coeficientes de Fourier. Para la reconstruccion se suman primero términos de
bajas frecuencias espaciales.

En realidad, tanto la funcién inicial como su espectro estan muestreados,
es decir conocidos en un conjunto de puntos discretos. La figura 4.4 muestra
como se pueden ordenar las frecuencias espaciales para sumar las funciones
elementales asociadas (las figuras 4.6—a y 4.6—b no corresponden exactamente
a tal orden).

F,
)
T
|
‘ Figura 4.4. Un camino posible para ordenar las frecuencias
| : espaciales discretas y sumar la imagenes elementales corres-

i poudientes.

La figura 4.5-a muestra la representacion grafica de una funciéon de la
forma

f(z,y) =recta(x) rect(y), (4.9)

y la figura 4.5-b su espectro (cuadrado de la transformada de Fourier).
Las figuras 4.6—a a 4.6—f muestran las reconstrucciones que se obtienen
si se suman nameros crecientes de funciones elementales. El proceso que se

Yy Fy

a b

Figura 4.5. Funcién rectangulo bidimensional (a), y su espectro, es decir, el
modulo de su transformada de Fourier al cuadrado (b).
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b ¢

a

d e f
Figura 4.6. Reconstruction de la funcién rectangulo bidimensional por sumas de
funciones elementales asociadas con frecuencias espaciales puras. (a) Suma de 5
funciones elementales correspondientes a puntos del espectro que estan sobre la
linea F, = 0 del espectro; (b) Suma de 10 funciones elementales, es decir las
anteriores mas 5 funciones correspondientes a Fy, = 0; (¢) Suma de 64 funciones
elementales; (d) Suma de 100 funciones elementales; (e) Suma de 1089 funciones
elementales; (f) Suma de 10000 funciones elementales.

ilustra aqui no es mas sino la extension a funciones de dos dimensiones (no
periodicas) del proceso del parrafo 1.2 que se aplicaba a funciones de una
dimension (periddicas). La figura 4.6 corresponde a la figura 1.2.

La figura 4.7 muestra otro ejemplo a partir de una fotografia con niveles
de gris. Se observa que los detalles de la fotografia original aparecen con las
altas frecuencias espaciales.

a b

Figura 4.7. (a) Fotografia original; (b) Espectro (moédulo al cuadrado); (c)
Recontruccion con 121 funciones elementales de baja frecuencia; (d) reconctruccion
con 961 funciones elementales; (e) Reconstruccion con 10 201 funciones elementales,
de frecuencias espaciales de médulos crecientes.
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5.1 Propagacién de la luz: teoria escalar

Se aplican los resultados de los capitulos anteriores a la propagacion del
campo electromagnético en los limites de una teoria escalar, es decir que
no se toma en cuenta el aspecto vectorial del anterior campo: se considera
solamente el campo eléctrico que es él que se detecta en 6ptica. En un punto
P del espacio y al instante ¢ se escribe el campo eléctrico en la forma

E(P,t) = U(P) e*mvot (5.1)

si se supone que la onda es monocromaética (de frecuencia vy).

Para problemas de difraccion de las ondas monocromaticas, basta con
utilizar solamente U(P), que se llamaré la amplitud del campo y a la cual se
aplicara el analisis de Fourier.

Principio de Huygens-Fresnel. Sea una fuente de luz F' y un punto M
del espacio. La fuente genera en M un campo electromagnético. Sea S una
superficie (limitada en la practica) situada entre la fuente y M (fig. 5.1).
Supodngase que se sabe reproducir sobre S el campo generado por F'y quitese
la fuente. El principio de Huygens-Fresnel dice que el campo en M no ha
cambiado.

Figura 5.1. Segtn el principio de Huygens-Fresnel, el campo generado en M es
el mismo en las dos situaciones presentadas: a la izquierda, la fuente F' ilumina
directamente M; a la derecha, se dispone de una superficie S sobre la cual el campo
es exactamente el que hubiera generado F' si estuviera presente. La superficie &
actia como una fuente secundaria.
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5.2 La asociacién entre frecuencia espacial y onda plana

Dados un sistema de coordenadas (z,y,2) en el espacio y una onda electro-
magnética (o luminosa) que se propaga en la direccion z, sea U(z,y) 6 U(r)
la amplitud del campo en el punto r = (z,y) del plano z = 0. Se hace el
andlisis de Fourier de U como se explico en el capitulo 4: las relaciones (4.1)
y (4.2)—o0 (4.3) y (4.4)—se aplican a la amplitud del campo U.

Se llega luego a la conclusién de que la amplitud del campo U en el
plano de ecuacién z = 0 es la suma de amplitudes de campos elementales
representados por las funciones

Uy exp|—2inr-F] = Uy exp[—2in(zF, + yF),)], (5.2)
donde F = (F,,F,) es una frecuencia espacial y Uy una constante
dimensional.

Sin embargo en 6ptica se tiene un resultado mas general, segin el cual el
analisis de Fourier no lleva solamente a una descomposicién del campo en el
plano z = 0, sino también a una descomposiciéon de la misma onda incidente
sobre el plano anterior en una familla de ondas planas.

Para entender eso, se empieza con la asociacién que existe entre frecuencia
espacial y onda plana. Se recuerda que la onda plana monocromatica (de
frecuencia vp) que se propaga en la direccion del vector de onda k (fig. 5.2)
genera en el punto p = (x,y, z) un campo que se escribe

E(p,t) = Up Xm0t aikp (5.3)
donde Uy es una constante dimensional. El vector de onda se escribe

(5.4)

donde A es la longitud de onda en el medio de propagacion considerado y
s un vector unitario segin la direccién de propagation de la onda. Las

# Figura 5.2. Onda plana propagandose en la
direccion del vector de onda k. La amplitud
compleja en el punto p es proporcional a exp|[—ik-p],
y es constante sobre un plano de onda, el cual es

Y ortogonal a k.
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componentes de s en el sistema x,y,z son los cosenos directores «,f3,y
definidos como

a=cosl,, [=cosb,, ~=cosb,, (5.5)

donde 6, 8, y 6. son los angulos entre el vector s y los ejes x, y y z. Puesto
que s es unitario, se tiene ademas: o? + 5% ++2 = 1.

Finalmente, la amplitud compleja de la onda plana anterior, considerada
en el punto p = (x,y, 2), es

. 2i
U(p) = Uy exp|—ik-p] = Uy exp —Tw(a;v + By +7z2)| . (5.6)

Se comparan la relaciones (5.2) y (5.6) y se deduce que la amplitud
exp|—2in(zF, + yF,)] representa el campo generado en z = 0 por la onda
plana que se propaga en la direccién dada por

a = \F,, (5.7)
B=\Fy, (5.8)
v =\/1- XF? - 2F2, (5.9)

suponiendo 1 — A\2F,> — A2F,? > 0. (El caso 1 — \2F,> — \2F,? < 0 da lugar
a una onda evanescente [4].)

Propiedad fundamental. Con base en lo anterior y como consecuencia del
principio de Huygens-Fresnel, se concluye que la onda que se propaga en la
region z > 0 es la misma:

— si el plano z = 0 estd iluminado por la onda plana de cosenos directores
a, 8,7 (procedente de la region z < 0);

— siel campo en el plano z = 0 es el campo asociado con la frecuencia espacial
(Fy, Fy) que satisface las relaciones (5.7-5.9).

El resultado anterior muestra que con cada frecuencia espacial del
plano z = 0 se asocia una onda plana cuya direccién de propagacién
estd completamente determinada; esto permite tratar algunos problemas de
difraccién o analizar los sistemas 6pticos como lo veremos.

5.3 Frecuencia angular

De hecho, la relacion (5.9) muestra que el conocimiento de « y [ es
suficiente para determinar la onda plana asociada con la frecuencia espacial
F = (F,, Fy), cuya amplitud se obtiene por la relacion (5.6). Se introduce el
vector @ de componentes («, ) en un espacio euclidiano de dos dimensiones,
el cual es el espacio de las frecuencias angulares. De las ecuaciones (5.7) y
(5.8) se deduce
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P = (a,8) = \F. (5.10)

Como 7 es el coseno director segin z de la direcciéon de propagacion de la
onda plana asociada con F, se tiene

v =cosb,, (5.11)

donde 0, es el dngulo entre z y k (6 s), y luego, de acuerdo con (5.9),

[senf,| = \F =& = /a2 + B2 (5.12)

Para los angulos pequenos se tiene @ = |0,|.

El vector @ se llama frecuencia angular de la onda plana. La relacion
(5.10) es importante porque relaciona una caracteristica de la radiacion—el
angulo de difraccion (de propagacion), es decir la frecuencia angular #—con
una caracteristica de la materia radiante—la frecuencia espacial F'.

Ejemplo 5.3.1 Un detalle de 5 um sobre un objeto luminoso esta llevado
por la onda asociada con una frecuencia espacial cuyo modulo es

- 1
T 5-1073mm

A la longitud de onda A = 0,5 um, este detalle difracta la luz bajo el dngulo

F =200mm™*. (5.13)

0.~ ®=\F =0,1rad ~ 5°44’ . (5.14)

Nota 5.3.1 Es posible encontrar frecuencias espaciales con componentes
negativas. El cambio de componentes a componentes opuestas corresponde
a un cambio del vector de onda: simetria respecto al eje z.

5.4 Espectro angular

En lugar de la frecuencia espacial, se puede elegir como magnitud a la
frecuencia angular, es decir, a los cosenos directores o y 8. Sea V' la funcién
tal que

V(e B) = % U (% §> : (5.15)
o también

V(®) = % U <§> . (5.16)
La relacion (4.2) se escribe

Ulz,y) = /R V(e B) exp [—m%(axﬁ-ﬁy)} dadp. (5.17)
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La funciéon V representa el espectro angular® de la onda de amplitud U en
el plano z = 0. Fisicamente el espectro angular corresponde a las diferentes
direcciones de propagacion de las ondas planas que componen la onda de
amplitud U (o més precisamante las varias direcciones de sus vectores de
ondas).

Interpretacion: descomposicion de una onda sobre una familia
de ondas planas. El anélisis arménico—tal como se desarrolld en la
seccion 5.2—lleva a representar la amplitud del campo U en el plano de
ecuaciéon z = 0, como la superposicién ponderada de amplitudes elementales
(representadas por funciones exponenciales de argumento imaginario), los
coeficientes de la ponderacion siendo los valores ﬁ(F) La asociacion entre las
frecuencias espaciales y las ondas planas lleva a un resultado méas general, que
involucra la onda incidente sobre el plano z = 0, y no solamente su amplitud
en este mismo plano: cualquier onda incidente sobre el plano z = 0 es la
superposicién ponderada de ondas planas, y los coeficientes de ponderacion
estan dados por el espectro angular. Cada onda plana de la descomposiciéon
tiene su propia direccién de propagacién.

5.5 Ejemplos

Ejemplo 1. Se ilumina, a la incidencia normal, una abertura rectangular de
ancho A y largo L por una onda plana monocromatica (longitud de onda \)
de amplitud Uy. Se busca el espectro angular de la onda que emerge de la
abertura (fig. 5.3).

Figura 5.3. Abertura rectangular
iluminada por una onda plana.

! Por razones dimensionales se introduce el factor 1/A? en la definiciéon del espectro
angular: V se mide en las mismas unidades que U (Voltios por metro). El factor
1/A? no aparece en las Lecciones de éptica de Fourier [4].
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Se toman coordenadas z e y en el plano de la abertura (fig. 5.3). La
amplitud del campo a la salida de la apertura es
Ui(x,y) = Uprect o(x) rect,(y) . (5.18)

Por transformacion de Fourier se obtiene

~ senTAF, senmLF,

Ui(Fy, Fy) = UyAL TAF, “LE, (5.19)
y el espectro angular es
TAx wLp
V(o ) = AL P (5.20)

A2 wAa LB
A A
Como se puede apreciar, la onda difractada por la abertura tiene su
amplitud maxima sobre el eje z que corresponde a («, 8) = (0,0). No hay
luz en las direcciones (\/A, 3), cualquiera que sea [, ni en las direcciones
(a, A/ L), cualquiera que sea .
Ejemplo 2. Se considera el caso anterior, pero se supone que la onda
incidente ya no es ortogonal al plano de la abertura, sino que se propaga
en la direccion de cosenos directores (ap,0,70) (es decir que el vector de
onda estd en el plano y—z). La onda incidente genera sobre el plano z—y la
amplitud Uy exp[—2irapx/A] de tal manera que la amplitud inmediatamente
detras de la abertura se escribe

Us(z,y) = Ug e 21m0% rect 4 (2) rect 1, () . (5.21)
Para facilitar el calculo de la transformada de Fourier de Us, se escribe

Us(,y) = e 277, (z,y), (5.22)
donde U; estd dada por la relacion (5.18). Luego se tiene

Uy = Uy 04y, (5.23)
donde el producto de convolucién es unidimensional. Finalmente se obtiene

‘/Q(Cyvﬂ):Vl*aao(avﬂ)zvl(a_a()aﬁ)' (524)
En forma mas explicita
sen mA(a ~ ao) sen Lo
_ UoAL ) A
N2 TA(a — ap) w L3
A A
Sea 0y el angulo entre el eje z y el vector de onda de la onda de iluminacion.
Si Oy es pequeno se tiene oy ~ #y. La onda incidente se deduce de la onda

incidente normal en una rotacion de angulo 6y alrededor del eje y. Luego, el
espectro angular V5 se deduce de V; en la misma rotacion.

Va(a, B)

(5.25)
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Ejemplo 3. Se reemplaza la abertura del ejemplo 1 por una transparencia
de funcién de transmision ¢ tal que

1
t(z,y) = 5(1 + cos 2w Fox) . (5.26)
La amplitud del campo inmediatamente detras de la transparencia es
U
Us(z,y) = 7(1 + cos2nFyz) , (5.27)

cuya transformada de Fourier (bidimensional) es

. U 1 1
Us(F,, F,) = 70 [6(Fm,Fy) + 50 (Fs = Fo, ) + 5 0(Fy + FO,Fy)] . (5.28)

El espectro angular de la onda que atravesoé la transparencia es

Uy a B 1. [« I6] 1 [« 154
Va(a, B) = N2 [5 <X’X> +§5 (X _FO’X) +§5 <X+FO’X)]

= % {6(a,ﬁ) + %6(04 — AFy, ) + %6(04 + /\Fo,ﬁ)} : (5.29)

La onda emergente estd compuesta por tres ondas planas: una es la
onda directa y se propaga segun z; las otras dos son “conjugadas” una
se propaga en la direccion (AFp,0,/1 — A2F}), la otra en la direccion

(=AFp,0,4/1 — N2EZ).
5.6 Propagacién del espectro angular
Se supone que z es la direccion de propagacion de la onda considerada. La

amplitud del campo en el plano z = 0 es U(x,y), o mas bien U(x,y,0). Su
espectro angular es

1 2i
Vo(a,B) = 5 / U(x,y,0) exp H(aw + Byﬂ dzdy, (5.30)
R2
y aplicando la transformaciéon de Fourier inversa se obtiene
2im
Ue.0)= [ Vola8) exp |- 2w+ )| dads. (5:31)
R2

La amplitud del campo sobre el plano paralelo a z—y a la distancia z del
origen es U(z,y, z), y su espectro angular es

Vi) = 55 /R U(y,2) exp [ZiT’T(ax + ﬂy)] dady. (5.32)
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Uy, 2) = /R Vilo,) exp [_%T”(m + ﬁy)} dordf. (5.33)

La funciéon U satisface la ecuacién de Helmholtz? (A es el laplaciano y k el
modulo del vector de onda)

AU + kU =0, (5.34)

que se escribe, tomando en cuenta 72 =1 —a? — 2y k =27/,

0% Am?y? 2ir
/]R2 <@ + T) ‘/Z(Oé,ﬁ) eXp|:—T(Osz+ﬂy):| dOédﬂZO (535)
La integral en la ecuacion (5.35) es una integral de Fourier, y puede ser igual
a cero si, y solamente si,
8_2+47r_272 V.(a,8) =0 (5.36)
022 A2 S\ '

La ecuacion (5.36) es una ecuacion diferencial en z, y su integracion la rinde
a

Va(a, B) = Vo(a, B) exp [—21%27} ; (5.37)

donde se retiene solamente la exponencial con el signo negativo que representa
la onda que se propaga en la direccion de z positiva. Se constata que
la propagacién se traduce por un cambio de fase en cada componente del
espectro angular.

Frecuencia de corte. Lo anterior es valido si
1-a>—-3%>0. (5.38)

De lo contrario v se expresa como 7 = ik, donde « es real y negativo (k > 0
no corresponde a la realidad, pues habria una amplificacion de la onda).
La onda se atenda muy répidamente, practicamente sobre un recorrido del
orden de la longitud de onda, y por lo tanto se llama onda evanescente. Si se
utilizan las relaciones (5.7) y (5.8), la relacion (5.38) se traduce en términos
de frecuencias espaciales en la forma

1

F< 1 (5.39)
de tal modo que 1/A corresponde al médulo de una frecuencia de corte.
Esto significa que una onda electromagnética de longitud de onda A no
puede llevar informacion correspondiente a detalles menores que A (no la
puede llevar sobre una gran distancia). Sin embargo, cabe notar que las
ondas evanescentes son futiles en la practica: se pueden recuperar, por
ejemplo en microscopia en campo cercano, y precisamente tienen la ventaja
de representar detalles pequenos mas alla de la frecuencia de corte.

2 La ecuacion de Helmholtz es la ecuacion de propagacion para ondas monocro-
maticas.
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La difraccion—propagaciéon vista como un filtro lineal. Ahora se exa-
mina cémo el espectro angular permite abordar un problema de difraccion.
De la amplitud del campo Uy en el plano z = 0 se pasa al espectro angular
Vo (andlisis espectral), y luego se considera el efecto de la propagacion que se
limita a un desfase, lo cual esta relacionado con la distancia de propagacion z.
La amplitud del campo U, a la abscisa z se obtiene por una transformacion
de Fourier inversa a partir del espectro angular V, (con variables adaptadas).

Practicamente, para pasar del espectro angular Vj al espectro angular V,
se multiplica por la funciéon H, tal que

H. (o, ) = exp —me\/l—oﬁ—B? , osia?4+p5%2<1, (5.40)

H.(a,f) =0, si *>+52>>1, (5.41)

la cual acttia como una funcién de transferencia en la forma

ij(avﬁ) = Hz(avﬁ)%(avﬁ)' (542)

Se concluye que la difracciéon de un plano a otro es un filtro lineal cuya
descripcion frecuencial se hace por intermedio de H, y del espectro angular.
Lo anterior corresponde al camino Uy — Vp — V., — U, del siguiente
diagrama (donde T.F. representa una transformacion de Fourier, y un cambio
de variables)

*h

Uo U.

T.F. T.F. 7!

Vo —7—=Ve
Con variables espaciales, la difracciéon se traduce por la convoluciéon de la
amplitud del campo Uy (en z = 0) con h., el antecedente de Fourier de la
funcion de transferencia H, (tal que h, = H).

Nota 5.6.1 Ya se vio que H,(a, 3) no vale rigurosamente 0 si o + 5% > 1.
En este caso existen ondas evanescentes, las cuales se pueden despreciar para
una propagacion a cierta distancia (grande con respecto a la longitud de
onda). El resultado es equivalente a suponer H,(«a, ) = 0 si o + 32 > 1.






6. Elementos de 6ptica de Fourier

6.1 Transformacion de Fourier “6ptica” (teoria metaxial)

Emisor y receptor esféricos. Un problema general de 6ptica, y méas gene-
ralmente de electromagnétismo, se relaciona con la transferencia del campo
electromagnético desde un emisor hasta un receptor. En la teoria que se
expone acé, los emisores y receptores se aproximan por casquetes esféricos’.
El emisor puede ser un dispositivo que emite la luz, pero puede ser también
una esfera aérea que sirve de emisor secundario. También el receptor puede
ser un dispositivo que detecta la luz, pero puede ser una esfera aérea que
recibe luz. Existen emisores y receptores reales o virtuales, como es habitual
en Optica.

Ante todo, hay que saber como localizar un punto sobre un casquete
esférico A de vértice V' y centro de curvatura C. El radio de curvatura de A
es Ry = VO (fig. 6.1), y puede ser positivo o negativo segiin la convexidad
del casquete.

Figura 6.1. Coordenadas sobre un casquete
esférico A.

Sea P el plano tangente a A en su vértice V'; sea M un punto de A y seam
su proyeccion ortogonal sobre P (fig. 6.1). Se eligen coordenadas ortogonales

L El uso de casquetes esféricos necesita aproximaciones de segundo orden con res-
pecto a las variables transversales. Las aproximaciones de primer orden corres-
ponden a la 6ptica geométrica paraxial; como es mayor de un orden, se habla de
Optica metaxial [4].
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x e y sobre P, de tal modo que al punto m, de coordenadas (z,, ym) se asocia
el vector r = (y, ym). Si A es menos que media esfera, el punto m es la
proyecciéon de un solo punto de A: el punto M; resulta que las coordenadas
de m pueden servir también de coordenadas para M. Luego se escribe para
la amplitud del campo en M (teoria escalar)

U(M) = Ua(@m,ym) = Ua(r) (6.1)

donde el indice A indica que se considera el campo en el punto de coordenadas
(Zm, Ym) sobre la esfera A; esto permite evitar la confusion con el campo en
m que es

U(m) =Up(xm,ym) = Up(r). (6.2)

Difraccion de Fraunhofer. Sea un emisor A de vértice V', centro C, radio
Ry; y sea F laesfera de centro V' y vértice C' (fig. 6.2). Se toman coordenadas
r = (z,y) sobre Ay s = (£,n) sobre F. Se muestra que entre la amplitud
del campo Ux sobre Ay Ur sobre F existe la relacion siguiente? [4]

i~ s i 2im
Up(s) = s Ua (/\RA> BBV /]R2 exp [mr-s} Ua(r)dr. (6.3)

Ra

Figura 6.2. Casquete esférico A y su esfera de Fou-

rier. Se pasa de la amplitud del campo sobre A a la
A F amplitud sobre F por una transformacion de Fourier
optica (difraccion de Fraunhofer).

<
")

La transferencia del campo de A hacia F corresponde a un fenémeno
de difracciéon de Fraunhofer.  Se traduce matemadticamente por una
transformacion de Fourier como lo muestra la relacion (6.3). En la realidad la
transformada de Fourier de U4 es U A(F) donde F es una frecuencia espacial
y para obtener Ur se utilizan variables reducidas, es decir que se reemplaza
F por s/A\R,4. Por lo tanto hablamos de transformacién de Fourier optica
(se incluye el cambio de variables).

La esfera F se llama esfera de Fourier de A. Si A es un plano, la esfera
F esté en el infinito y se habla de difracciéon al infinito.

En conclusién, se observa que en la situacion de la figura 6.2 la sola
propagacion de las ondas electromagnéticas realiza una transformacion de
Fourier. Otra manera de decir las cosas: la propagacion de las ondas
electromagnéticas realiza naturalmente un andlisis armoénico de la amplitud
del campo sobre el emisor.

2 En la relacion (6.3) no se escribe un término de fase de la forma exp[—2im R4 /)]
que representa un retraso debido al tiempo de propagaciéon de la luz de V a C.
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Difraccion de Fresnel. Se trata de expresar la transferencia de la amplitud
del campo de un emisor esférico cualquiera A hacia un receptor esférico
cualquiera B, a la distancia D.

Considérese primero un caso particular: A4 y B son tangentes (fig. 6.3),
es decir D = 0. Se muestra la relacion [4]

ir (1 1

Ug(r) = Ua(r) exp [_7 (R—B - R_A> 7“2] , (6.4)

y se dice que se pasa de A a B por una transparencia de curvatura.

Ra Rp

Figura 6.3. Se pasa de A a B por una
A B transparencia de curvatura.

El caso general se describe de la manera siguiente. Sea A’ la esfera
tangente a A y centrada sobre B (fig. 6.4). Suradio de curvaturaes R4 = D.
Sea F la esfera de Fourier de A’ (su radio es Rp = —D): es tangente a By
centrada sobre A. La transferencia de la amplitud del campo de A hacia B
se hace en las tres etapas siguientes

1. Transparencia de curvatura de A hacia A’.
2. Transformacién de Fourier 6ptica de A’ hacia F.
3. Transparencia de curvatura de F hacia B.

D

Rp
Ra

A A F

Figura 6.4. Difraccion de Fresnel. La transferencia general por difraccion de
un emisor cualquiera A hacia un receptor cualquiera B es el producto de una
transparencia de curvatura de A hacia A’, de una transformacion de Fourier 6ptica
de A’ hacia F, y de otra transparencia de curvatura de F hacia B.
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Mateméaticamente, la composicion de las tres etapas anteriores lleva a
i ir (1 1
U = — —— =+ = 6.5
5(8) /\DeXP[ ,\(RBJFD)S} (6.5)

ir (1 1 9 2im
X /11@2 exp [_X (B - R_A> r ] exp [A—Dr-s} Ua(r)dr.

Se habla de fendémeno de difraccién de Fresnel: la diferencia con la
difraccion de Fraunhofer se debe al término de fase cuadratica que figura
en la integral de la relacion (6.5). Se nota que la transformacon de Fourier es
la parte central de la propagaciéon del campo. Los términos de fase cuadratica
sirven para una adaptacion local de las curvaturas; pero es la transformacion
de Fourier 6ptica que hace pasar del campo alrededor de V' al campo alrededor
de V',

Montajes. La figura 6.5 muestra el esquema de un montaje de observacion
de la transformada de Fourier optica de una funciéon (bidimensional). La
fuente S es monocromaética (longitud de onda A) y su imagen a través del
objetivo £ es S’. La funcion de transmision de la transparencia 7 es t. La
amplitud del campo sobre la esfera A, tangente a T y centrada en S’, es

Ua(z,y) = Uot(z,y), (6.6)

donde Uy es una constante dimensional. La esfera de Fourier de A es la esfera
F que pasa por S’ y que esta centrada sobre T (o A). La transferencia del
campo de A hacia F corresponde a un fenoémeno de difraccion de Fraunhofer
que se traduce por una transformacion de Fourier en la forma

1= § &\ o~ & ¢
donde D es la distancia de 7 a F.

La amplitud del campo sobre el plano P que pasa por S’ se deduce de la
amplitud del campo sobre F por una transparencia de curvatura. Por lo tanto

L D

n

TA FP

Figura 6.5. Un montaje para observar la difraccion de Fraunhofer. La amplitud del
campo sobre la esfera F es proporcional a la transformada de Fourier de la funciéon
de transmision de la transparencia 7, y esto traduce un fenémeno de difraccion de
Fraunhofer entre Ay F.
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la iluminacién® sobre P es igual a la iluminacién sobre F y es proporcional
al cuadrado de la transformada de Fourier de la funcién ¢; se tiene

()
AD’ A\D
es decir, la figura de difracciéon que se observa sobre P es la misma que la
que se observa sobre F.

La figura 6.6 muestra un montaje alternativo al de la figura 6.5. El
objetivo C sirve de colimador (produce una imagen de la fuente a infinito).
Para simplificar, el objetivo £ se representa como una lente delgada de
distancia focal f* = OF’, donde F’ es el foco imagen. La imagen de la
fuente S a través de C y L estd en F’. La transparencia 7 esta colocada en
el plano focal objeto de £ (que pasa por el foco objeto F).

La amplitud del campo sobre el plano focal imagen de £ (plano P) es
proporcional a la transformada de Fourier de la funciéon de transmision ¢ de
la transparencia 7. Se tiene

Up(&,n) = ;%%(Aif, A%,) : (6.9)

donde Uy es una constante dimensional.
En el montaje de la figura 6.6, la transformacion de Fourier se realiza de
plano a plano.

2

U 2
_ 1Uol , (6.8)

IP(fﬂ?) = IF(fﬂ?) - A2D?2

Figura 6.6. Un montaje alternativo para observar la transformada de Fourier de
la funcion de transmision de la transparencia 7. La amplitud del campo sobre el
plano P es proporcional a la transformada de Fourier de la amplitud sobre 7.

3 Los detectores opticos son cuadraticos: no son sensibles directamente a la
amplitud del campo sino a la iluminacién asociada, la cual es proporcional al
modulo al cuadrado de la amplitud del campo y se mide en W/ m?. Denominamos
intensidad vibratoria el cuadrado del modulo de la amplitud del campo. Muchas
veces se confunden iluminacién e intensidad vibratoria.
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6.2 Formacién de las imagenes con luz coherente

Imagen coherente. En muchos casos los sistemas oOpticos sirven para
formar imagenes. En el sentido comin, una imagen es una copia del objeto;
matematicamente, la imagen se deduce del objeto en una homotecia. En
Optica, el factor de la homotecia es el aumento transversal (véase la seccion
2.1). Si se trabaja con luz coherente (luz emitida por un laser) la amplitud
de la imagen debe ser una copia de la amplitud del objeto. Por lo tanto
la fase en cualquier punto de la imagen debe ser igual a la fase del punto
correspondiente sobre el objeto.

Luego se llega al resultado siguiente. Sea S un sistema 6ptico centrado
(una lente, un objetivo) y sea A un emisor en el espacio objeto, de vértice V
y centro de curvatura C (fig. 6.7).

La esfera A’ de vértice V' y centro C’ es la esfera imagen (o imagen
coherente) de A si, y solamente si:

— V' es la imagen paraxial de V;
— (' es la imagen paraxial de C;

se dice que hay “doble conjugaciéon”. La conjugacién de los vértices es la
condicién que se encuentra también en la optica geométrica paraxial para
ubicar la posiciéon de la imagen. La conjugacion de los centros de curvatura
es propiamente una condicién coherente (o metaxial): es la necesidad de
respetar la fase en el proceso de formaciéon de una imagen que impone una
curvatura adaptada para la esfera A’.

Llamamos imagen geométrica a la imagen obtenida sobre A’. Su amplitud
es

/

Uac(r') =Ua(r') = = Ua <T—> ; (6.10)
Gv v
donde g, es el aumento transversal en los vértices.
El resultado anterior justifica el empleo de emisores y receptores esféricos.
De hecho, sea S un sistema centrado con focos, y sea un objeto plano A que
pasa por V (fig. 6.8). ;Cual es la imagen A’ de A? Por conjugacion de los
vértices se obtiene que A’ pasa por V', la imagen paraxial de V. Ademaés,

<
Q
V)
<
Q

Figura 6.7. Imagen coherente por un sistema centrado cualquiera S. Hay una
doble conjugacion de los vértices y de los centros de curvatura, entre A y su imagen
!
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como A es un plano, su centro de curvatura estd en el infinito; luego, por
conjugacioén de los centros de curvatura, se obtiene que el centro de curvatura
de A’ esté en el foco imagen F” del sistema S. Es decir que A’ es propiamente
una esfera. La formacion de una imagen coherente no puede ser de plano a
plano (para un sistema con focos). De ahi la necesidad de introducir casquetes
esféricos; éstos incluyen los planos como casos particulares. Solamente un
sistema afocal da una imagen plana de un objeto plano.

Figura 6.8. La imagen coherente de un emisor plano por un sistema centrado con
focos es una esfera centrada en el foco imagen del sistema.

Efecto de la pupila. En realidad, los sistemas 6pticos tienen una extension
transversal limitada: existe una abertura que limita los “rayos” originados
en el objeto que pueden pasar a través del sistema. Se llama pupila a esa
abertura. Se describe la pupila por la funcién pupila p que vale 1 sobre la
pupila y 0 por fuera (la funciéon pupila es la funcion de transparencia de
la pupila); mas generalemente puede ser una funcion de fase en la forma
p(z,y) = exp[—imp(z, y)].

Sea A un objeto a la distancia d de la pupila (d se toma de la pupila hasta
el objeto), y sea A’ la esfera imagen de A. Se introduce la funcion h, definida
por*

h(r) = ﬁﬁ(%) . (6.11)

Debido a la difraccién por la pupila, se muestra que la amplitud del campo
sobre A’ no es Uaq tal como aparece en la relacion (6.10) sino

UA/Zh*UAg, (6.12)
es decir
Ua(r') = / Uag(r)h(r' —r)dr. (6.13)
RZ

La imagen “fisica” se obtiene haciendo el producto de convolucién de
la amplitud de la imagen geométrica con una funcién proporcional a la
transformada de Fourier de la funcién pupila®.

4 En realidad, el aumento transversal en los vértices g, aparece en la expresion de
h(7) [4]; no lo escribimos para simplificar.

5 En todo rigor, este resultado vale solamente si A esta centrada sobre la pupila.
En otros casos, es una aproximacion [4].
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La funcion h aparece como una respuesta de impulso, y el sistema S como
un filtro lineal (espacial).

En resumen, un objetivo es un filtro lineal cuya respuesta de impulso es
la transformada de Fourier de la funcién pupila (aparte de un cambio de
variable). Este resultado es un gran clasico de la éptica moderna.

Filtrado de las frecuencias espaciales por un objetivo. Puesto que un
objetivo es un filtro lineal, se puede describir su efecto en el dominio de las
frecuencias espaciales, e introducir su funcion de transferencia. Por definicion
es la funcion H, la transformada de Fourier® de la respuesta de impulso h

h = H. (6.14)

Como h es la transformada de Fourier de la funcién pupila, la funciéon H es la
funcién pupila, aparte un cambio de signo de la variable. Mas precisamente,
se deduce de la relacion (6.11)

H(F) = p(—\dF). (6.15)

El resultado anterior tiene una interpretacion sencilla que es la siguiente:
sea F' una frecuencia espacial del objeto; le corresponde la frecuencia angular
@ = )\F'. Sean O el centro del objeto, P el centro de la pupila, y M el punto
de la pupila tal que

OM = OP — &d = OP — \Fd, (6.16)

es decir que la recta OM estd paralela a la direccién de propagacién de la
onda plana asociada con F' (hay un signo menos en la relaciéon anterior porque
d = PO < 0). En el plano de la pupila, las coordenadas de M son dadas por
el vector

OM =r = —\dF . (6.17)

Dos casos se presentan, resumidos por la figura 6.9:

1. Si M esté en la pupila, tenemos p(r) = 1, por definicion de la funcién
pupila. Luego H(F') = 1, como consecuencia de la relacion (6.15). La
frecuencia espacial estd resuelta por el objetivo: el campo elemental
asociado con F', de la forma exp[—2inF-s|, estd transmitido por el
objetivo.

2. Si M esta por fuera de la pupila, p(r) = 0 y luego H(F) = 0. La
frecuencia espacial F' no esta resuelta por la pupila. El campo elemental
asociado con esta frecuencia no esta transmitido.

En consecuencia, un objetivo es un filtro lineal pasabajo. Si la pupila es
anular (es el caso de un telescopio con ocultacion central), el sistema es un
filtro pasabanda.

5 Es una transformacion de Fourier bidimensional, con variables espaciales.
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Objeto

Pupila Pupila

Figura 6.9. A la izquierda: el rayo OM entra en la pupila; la frecuencia espacial
asociada con la direccion OM esté resuelta por el objetivo. A la derecha: OM no
entra en la pupila; la frecuencia espacial no esta resuelta.

En el proceso de la formaciéon de una imagen, hay un filtrado de las
frecuencias espaciales del objeto, el cual se realiza en el plano de la pupila. La
imagen tiene necesariamente una resolucion limitada porque las frecuencias
espaciales altas no estan transmitidas por el objetivo. Se tiene acd una razén
fundamental por la cual se busca construir objetivos con la abertura més
grande posible para tener gran resolucién. En la practica, la fabricacion de
un instrumento con gran abertura es dificil porque las aberraciones aumentan
con la abertura (la aberracion esférica en particular).

6.3 Filtrado de las frecuencias espaciales

El filtrado de la frecuencias espaciales por un objetivo es un caso particular
de un proceso més general que se describe en la presente seccion a través de
varios ejemplos.

Principio. La figura 6.10 muestra un montaje de filtrado de las frecuencias
espaciales.

El objeto es una transparencia cuya funcion de transmision es una funcion
cuadrada periddica. La fuente S es monocromatica. Los objetivos £1 y Lo se
representan como lentes delgadas para simplificar. El objetivo £ proyecta la
fuente S sobre Lo, en S’. El objeto a filtrar se coloca sobre £1 (en O) y esté
iluminado en luz convergente, de tal modo que su transformada de Fourier
Optica se forma sobre la esfera F tangente a Lo y centrada en O. Es decir
que se “materializa” el espectro del objeto en el plano” de L5 y es en este
plano que se coloca el filtro. El objetivo Lo forma la imagen del objeto en
O', la imagen paraxial de O.

" Es comodo llamar plano de Fourier el plano de la lente L, aunque la
transformada de Fourier del objeto se forma sobre la esfera de Fourier F. La
iluminacion es la misma sobre este plano que sobre la esfera de Fourier



62 6. Elementos de 6ptica de Fourier

Imagen
Objeto Filtro filtrada
L1 Lo
S [0) _ - S" \\\\ O/
<:—/———— »—-———————/—:—~—>
~ \\\\]_-,/ . - A
= / <

a b C

d

Figura 6.10. Filtrado o6ptico de las frecuencias espaciales correspondiente a las
figuras 6.11 y 6.12. El filtro se coloca en el “plano de Fourier” del objeto, es decir
sobre el objetivo L£2. (a) Objeto. (b) Espectro. (c) Filtro. (d) Imagen del objeto
filtrado.

Cabe notar que el proceso de filtrado concierne la amplitud del campo y
su transformada de Fourier. Sin embargo en la figura 6.11 se representan la
intensidad vibratoria del objeto (su perfil es una funcién cuadrada periédica®
segin un eje x) y su espectro, es decir, el modulo al cuadrado de su
transformada de Fourier (bidimensional). El objeto se considera como
infinito, de tal manera que su espectro se compone de puntos repartidos
periédicamente sobre el eje F,.. Si p es el periodo fundamental del objeto, el
periodo de su espectro es 1/p.

k —— |——————

Figura 6.11. Un objeto cuyo perfil es una funciéon cuadrada periddica (a la
izquiera) y su espectro (mo6dulo al cuadrado, a la derecha).

8 En este caso particular, la amplitud del campo sobre el objeto se representa por
la misma funcién que su intensidad vibratoria, aparte un factor dimensional.
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En términos generales, el anélisis del filtrado es el siguiente. Si ¢ es la
funcion de transmision del objeto, la amplitud del campo sobre la esfera A
tangente al objeto y centrado en S’ (fig. 6.10) es

Ua(r) =Uyt(r), (6.18)

donde Uy es una constante dimensional. La amplitud del campo sobre la
esfera de Fourier F es

—iUQ ~ S
= t _—— .].
Ur(s) = =21 (=55) - (6.19)
donde d = S’O. (Los signos menos en la relacion (6.19) se deben a que el
radio de curvatura de A es R4 = —d.) La imagen de la esfera F es la esfera
F' tangente a Lo y centrada en O’; la amplitud del campo sobre F’ es

UF/(S) = UF(S) . (620)

Finalmente, la amplitud del campo sobre la esfera imagen A’ (centrada sobre
Loy que pasa por O') es

i~ r
UA/(T/) = W UF/ (W) . (621)

donde d' = S"0".
Si no hay filtro sobre Ly, las relaciones (6.19), (6.20) y (6.21) llevan a

/
U (r') = Uogt (w%) _ L (’"-) : (6.22)

a a

donde a = d’/d es el aumento transversal de la conjugacion entre O y O’. La
amplitud del campo sobre A" es la imagen de la funcién de transmision del
objeto.

En lo anterior se supone que las aberturas de los objetivos son
suficientemente grandes para no limitar las frecuencias espaciales de los
objetos estudiados.

El filtro modifica la parte del espectro del objeto que pasa a través de Lo
y por tanto cambia el aspecto de la imagen que se obtiene. Por ejemplo, si se
filtra el espectro como lo muestra la figura 6.12—a, se dejan pasar solamente
dos puntos laterales distantes de 1/p del punto central. La amplitud del
campo sobre la esfera imagen A’ centrada sobre Ly se describe por la funcién

2 /
ti1(z’,y") = cos ZE , (6.23)

aparte de un factor de homotecia (el aumento transversal se supone tal que
|a| = 1). La iluminacion sobre esa esfera es igual a la iluminacion sobre el
plano ortogonal al eje 6ptico que pasa por O, y es proporcional a
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F,

Figura 6.12. Filtrado del objeto de la fig. 6.11. (a) y (c) Filtros. (b) y (d)
Imagenes del objeto filtrado.

C

F Nz 2271'3@'_1( 47rac’>
[t1 (2, y")]* = cos ) 5 1+ cos ) . (6.24)
La figura 6.12-b muestra el aspecto de la imagen filtrada. Hay un fondo
uniforme y una modulacion senoidal de frecuencia doble de la frecuencia
fundamental del objeto inicial, como lo muestra la relacion (6.24).

El filtro de la figura 6.12-c deja pasar dos puntos distantes de 2/p del
punto central. La figura 6.12—d muestra la imagen obtenida, cuya amplitud
es proporcional

4
ta(x,y) = cos % . (6.25)

y cuya iluminacién es proporcional a

1 8w
tala, ) = 5 (1 +cos%> : (6.26)

Ejemplo. La figura 6.13 muestra como se modifica una imagen cuando se
filtran las frecuencias espaciales. La figura 6.13—c muestra que el filtro (el
cuadrado oscuro en el centro de la figura) quita las frecuencias espaciales
bajas; por lo tanto el filtro considerado es un filtro (lineal) pasaalto. La figura
6.13—d muestra la imagen filtrada. Solamente aparecen las altas frecuencias
espaciales. En practica aparecen los contornos de la imagen inicial. Este
tipo de filtrado es comparable a la técnica de la estrioscopia, estudiada mas
adelante y que se aplica a objetos de fase.

La figura 6.14 muestra el montaje 6ptico de filtrado de las frecuencias
espaciales. Es el mismo que el montaje de la fig. 6.10; solamente cambia el
filtro.
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c d

Figura 6.13. Filtrado de las frecuencias espaciales. (a) Fotografia original; (b)
Espectro (modulo al cuadrado) ; (¢) Espectro filtrado por un filtro pasaalto; (d)
Imagen filtrada.

. Imagen
Objeto Filtro filtrada

L1

Figura 6.14. Filtrado optico de las frecuencias espaciales, correspondiente a la
figura 6.13. El montaje es el mismo que en la fig. 6.10, sélo cambia el filtro.

Se pueden colocar varios tipos de filtros en el “plano” de Fourier. Se
muestra el efecto de unos en los parrafos siguientes.

Filtro pasabajo. La figura 6.15 muestra un ejemplo de filtro lineal pasabajo.
A la fotografia original se anadieron unas lineas horizontales y verticales (fig.
6.15-a) que se traducen en el espacio de Fourier por una convolucion del
espectro inicial con una peinilla de Dirac (fig. 6.15-b). Un filtro pasabajo
(fig. 6.15-c) deja pasar solamente la parte central del espectro que se confunde
con el espectro de la fotografia inicial, la cual se recupera en la imagen final
(fig. 6.15-d).
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Figura 6.15. Efecto de un filtro pasabajo sobre la imagen de un objeto (simulacion
numérica). Aqui se quitan las lineas horizontales y verticales del objeto inicial.
(a) Original; (b) Espectro (mo6dulo al cuadrado); (c) Filtro pasabajo; (d) Imagen
filtrada.

Filtro parabédlico. Un filtro de transparencia parabodlica permite obtener
en el plano de la imagen el laplaciano del la funcién de transmisién del objeto.
Es una consecuencia de las siguientes relaciones. De

Ulz,y) = U(F:. F,)), (6.27)
se deduce
0*U P
W(%y) = —4n’ F.U(F,, Fy), (6.28)
y luego (A es el laplaciano en dos dimensiones)
0*U 0?U

AU@,y) = 5oz @)+ Gz @y) = —4n* A+ E) U F). (629)

Figura 6.16. Efecto de un filtro parabdlico (simulacién ntmerica): (a) Imagen
original; (b) Imagen filtrada. Se invertio6 el contraste para mejor visibilidad.
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Multiplicar la transformada de Fourier bidimensional de U por —47n2F? es
equivalente a aplicar el operador laplaciano a U.

La imagen obtenida por esa técnica se compone de los contornos del objeto
inicial (véase la fig. 6.16).

Filtro inverso. La figura 6.17—-a muestra una imagen borrosa que corres-
ponde por ejemplo a un movimiento de la camara fotografica durante la
exposiciéon. Si el movimiento corresponde a un desplazamiento rectilineo de
amplitud ¢ y si U representa la imagen que se esperaba (es decir, sin mover),
se grava en realidad

Ur(z,y) = [U@',y') *recte(z’) 6(y)] (z,y) (6.30)

a condicion de eligir el eje x segin el desplazamiento. Por transformacion de
Fourier se obtiene

sen mlF,

Ui(Fy, Fy) =U(Fy, Fy) 7

(6.31)

Se puede recuperar U a partir de U; por un filtro inverso: se multiplica
la transformada de Fourier de Uy por 7F, /senwlF,.

Surge un problema: la funciéon F, —— 7F,/senwlF, tiene polos, es
decir, es infinita si F,, = ¢/{, donde ¢ es un nimero entero. En consequencia
el filtro inverso ideal no existe; pero se puede aproximar: en la vecindad de
cada polo se toma igual a cero la funcion de transmision del filtro. La figura
6.17 muestra el resultado que se puede obtener por este método.

Figura 6.17. Mejoramiento de una imagen borrosa por un filtro inverso.

Estrioscopia. El montaje de la figura 6.14 es un montaje general de filtrado
6ptico. Cuando el filtro es una pequena pantalla 6paca, se obtiene un montaje
de estrioscopia: permite eliminar las bajas frecuencias de un objeto y hacer
sobresalir los detalles. La técnica de la estrioscopia se emplea para ver objetos
de fase, es decir objetos cuya funcion de transparencia se ecribe como

bz, y) = oY), (6.32)
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Un objeto de fase no es visible porque su intensidad vibratoria es una
constante: el campo emergente del objeto iluminado por una onda plana se
escribe

Ulz,y) = Upt(z,y), (6.33)
y por tanto I(z,y) = |U(z,y)|?> = |Uo|?.

La funcion de fase ¢ se descompone en dos funciones 1 y @2 cuyos
espectros tienen dominios complementarios. Se escribe

p(x,y) = p1(2,9) + @2(2,y) (6.34)
con

G1(Fe Fy) =0, si B2+ F°> R, (6.35)

Pa(Fpy Fy) =0, si B2+ F2 < F?, (6.36)

donde Fpy es una constante. Si las variaciones de la fase son pequenas, se
escribe la amplitud del objeto en la forma

U(z,y) = Up [1 —ip(x,y)] = Uy [1 —ip1(x,y) — iva(z,y)], (6.37)
y luego
U(Fy, Fy) = Uy [8(Fy, Fy) — i1 (Fi, Fy) — if2(Fy, Fy)] - (6.38)

El filtro opaco se ajusta para dejar pasar solamente la parte del espectro que
corresponde a 2 (que contiene las altas frecuencias). Todo pasa como si se
tuviera un objeto cuya transformada de Fourier es

~

Up(Fy, Fy) = —Upipa(Fy, Fy)]. (6.39)
La amplitud de la imagen filtrada se escribe
UF(‘Ilv y/) = UO P2 (‘Ilv y/) ) (640)

a parte de un posible término de fase y de un aumento transversal. La funcion
o contiene las frecuencias espaciales mas altas del objeto inicial, es decir,
lo detalles mas finos del objeto. La iluminacion (intensidad vibratoria) de la
imagen filtrada es

Ir(a',y") = |Uof lp2(a’,9")I?, (6.41)

y no es mas constante. Finalemente se observan, en el plano de la imagen,
los detalles del objeto de fase inicial.
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Contraste de fase. El mismo principio de la espectroscopia se aplica al
contraste de fase (inventado por F. Zernike en 1935, premio Nobel de fisica
en 1953): se reemplaza la pantalla opaca por una lamina de fase (la diferencia
de fase introducida vale 7/2); la imagen final es mas luminosa que la que se
obtiene en estrioscopia. La figura 6.18 muestra un ejemplo. Normalmente un
objeto de fase jno se ve! Por tanto, para dar una idea del objeto, se representa
su fase, aproximada por 0 (parte oscuras) 6 m (parte blancas), véase la fig.
6.18-a.

La mayoria de los microscopios que se utilizan en biologia tienen por
construccion un dispositivo de contraste de fase (o a veces de contraste
interferencial).

a b ¢

Figura 6.18. Imagen obtenida por la técnica del contraste de fase (simulacion
numeérica): (a) Objeto; (b) Espectro y filtro de fase (el filtro ocupa el espacio del
pequeiio cuadro oscuro al centro de la figura); (c) Imagen filtrada.






7. Espectro angular esférico

7.1 Nocién de espectro angular esférico

La nocion de espectro angular esférico es una generalizacion del espectro
angular a emisores y receptores esféricos tal como se encuentran en la 6ptica
metaxial. Su introduccién reciente! permite resolver una paradoja que se
encuentra en la teoria clasica de la formacion de las iméagenes.

Sea Ua la amplitud del campo sobre un emisor (o receptor) esférico A.
Se define el espectro angular esférico de la amplitud del campo sobre A por

Wy (D) = % Ua (?) : (7.1)

Formalmente, la relacion (7.1) no es mas que la relacion (5.16); lo que cambia
ahora es que el emisor es esférico, y antes era un plano (véase el capitulo 5).
El vector @ es la frecuencia angular y F' = &/ es la frecuencia espacial
correspondiente sobre el emisor (o receptor).

La relacion (7.1) se invierte y lleva a

2im
Ua(r) = . Wa(®) exp {—T 45-7*] de, (7.2)

que muestra que la amplitud del campo sobre A es la superposicion de campos
elementales de la forma exp[—(2im/\)®-r].

. Qué representa una amplitud exp[—(2in/\)®P-r] sobre A? Se muestra
que es la amplitud del campo generado sobre A por la onda esférica que
converge al punto s = Ro®P de la esfera de Fourier de A (fig. 7.1).

En consecuencia, la relacion (7.2) lleva a considerar la onda emitida por
A como la suma ponderada de ondas esféricas que convergen sobre la esfera
de Fourier de A.

Si A se vuelve un plano, el espectro angular esférico se vuelve el espectro
angular (plano) tal como se estudio en el capitulo 5.

! Véase: P. Pellat-Finet, P.-E. Durand, “La notion de spectre angulaire sphérique”,
Comptes Rendus Physique 7 (2006) 457-463; P. Pellat-Finet, P.-E. Durand, E.
Fogret, “Spherical angular spectrum and the fractional Fourier transform”, Optics
Letters 31 (2006) 3429-3431.
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Figura 7.1. La amplitud exp[—(2ir/\)®-r]
sobre A es la amplitud de la onda esférica que

converge al punto R4® de la esfera de Fourier

de A.

7.2 Aplicacion al estudio de la formacién de las
imagenes

Existe una paradoja en la teoria clasica de la formaciéon de las imégenes tal
como se formulé en el capitulo 6 que se puede entender a partir de la figura
7.2. Sean dos objetos planos A y B, este ultimo estando mas alejado del
objetivo S. Se considera una misma frecuencia espacial F' sobre A y sobre
B. Se aplica el método de la seccion 6.2 para saber si el sistema resuelve a
F'. Primero se asocia a F' una direccién de propagaciéon que hace el angulo 6
con el eje 6ptico z del objetivo. Se supone que el objetivo resuelve a F' sobre
A y no sobre B, tal como lo muestra la figura 7.2: el rayo que pasa por el
centro de A y que hace el angulo 6 con z entra en la pupila P; no es el caso
del rayo equivalente para B.

Lo anterior corresponde bien a la realidad experimental. Sin embargo la
paradoja viene de que a F' se le asocia la misma onda plana, tanto para A
como para B. En un caso la onda forma una imagen, en el otro caso no. Esa
misma onda genera un cierto campo sobre la pupila y no se puede distinguir
si este campo se debe a A o a B.

Figura 7.2. Una misma frecuencia espacial esta resuelta por el sistema S (repre-
sentado como una lente delgada) sobre el objeto A, pero no sobre el objeto B,
aunque en ambos casos le corresponde la misma onda plana.

Examinese ahora la formacion de la imagen de un emisor esférico A
centrado sobre la pupila (de entrada) del objetivo. Su esfera de Fourier
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F esta tangente a la pupila. La onda emitida por A es la suma de ondas
esféricas centradas sobre F, cada onda estando asociada con una frecuencia
espacial sobre A. La onda esférica asociada con la frecuencia espacial F' se
focaliza practicamente sobre la pupila cuyo papel aparece claramente: si el
foco de la onda esférica entra en la pupila, la onda estd transmitida y la
frecuencia espacial estd resuelta. Si no entra en la pupila, la onda no esta
transmitida por la pupila y la frecuencia espacial no esté resuelta.

La paradoja de la teoria clasica se resuelve si se considera una misma
frecuencia espacial F' sobre dos emisores esféricos A y B como lo muestra la
figura 7.3.

Figura 7.3. A la misma frecuencia espacial sobre A y B se asocian dos ondas
esféricas. La onda relativa a A se focaliza dentro de la pupila y por lo tanto estéa
transmitida. La onda relativa a B se focaliza por fuera de la pupila y no esta
transmitida. No existe la paradoja de la teoria clésica.

7.3 Propagacion del espectro angular esférico

Sea un emisor A (radio de curvatura R4) y sea B un receptor (radio Rp) a
la distancia D (vértice a vértice). La transferencia de la amplitud del campo
de A a B se escribe (es la relacion (6.5) p. 56)

Up(s) = /\% exp [—% (RLB + %) 52} (7.3)

ir (1 1 9 2im
X /11@2 exp [_X (B - R_A> r ] exp [A—Dr-s} Ua(r)dr.

Considérense dos casos particulares:

1. Si R4 = D = —Rp, la esfera B es la esfera de Fourier F de A (difraccion
de Fraunhofer) y la relacion (7.3) se reduce a

Un(s) = Ur(s) = 13- Ua (535) (14)

de tal modo que el espectro angular esférico sobre F es
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1 ~ (®\ iRy— (Rad
Wr(®) = 35 Ur (X) :TAWA <%> (7.5)

La relacion (7.5) muestra que la propagacion del espectro angular se
efectiia por una transformacion de Fourier, tal como la de la amplitud
del campo.

2. Si D= R4 — Rp, las esteras A y B son concéntricas. Sea K = Rg/Ra y
sea hp 4 la funcién definida por

i iTk
hBA(T) = E exXp |:—E 7"2:| . (76)

La relacion (7.3) se escribe

UB(S):/]Rz hpa (E—'r) Ua(r)dr = hpa * Ua (E) . (7.7)

La transferencia del campo de una esfera A a una esfera concéntrica B
es un filtrado lineal (un caso particular se encuentra cuando A y B son
dos planos paralelos, véase el parrafo 5.6).

De las relaciones (7.6) y (7.7) se deduce

Up(F) = k exp[itk ADF? Ua(xF), (7.8)
y luego
itk DP?

Wg(®) = k exp [ } Wa(kP). (7.9)

Se considera de nuevo la transferencia del campo de A a B (a la distancia
D) en la forma general. Sea A’ la esfera que pasa por el centro de curvatura
de By que esta concéntrica con A (fig. 7.4). Sea también la esfera B’ que
pasa por el centro de curvatura de A y que esta concéntrica con B. Las esferas
A"y B’ son esferas de Fourier la una de la otra. Finalmente la transferencia

del campo de A a B es la composicion de los tres operadores siguientes (fig.
7.4):

1. Un filtrado lineal de A hacia A’.
2. Una transformacién de Fourier 6ptica de A’ hacia B’.
3. Un filtrado lineal de B’ hacia B.

Matematicamente, se aplican esos tres operadores al espectro angular
estérico en la forma de las relaciones (7.5) y (7.9). Para el calculo explicito
se nota que el radio de curvatura de A’ es Ry = R4 — D — Rp; el de B es
Rp = —Rys. Ladistancia de A a A" es D’ = D — Rp (fig. 7.4); la distancia
de B" a Bes D" =D — Ry4. Luego se introducen
,  Ra D Rp

=1->—-2 7.10
n Rr R (7.10)

K
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D/ D//

Figura 7.4. La transferencia del campo de A a B se descompone en un filtrado
lineal de A a A’; una transformacion de Fourier 6ptica de A" a B'; y otro filtrado
lineal de B’ a B.

! Rp 1

- - - 7.11
R 1, D _Fa Ty
Rg Rp
La composicién de los tres operadores anteriores lleva a
iRakK" irk" D" ®?
Wg(®) = o &P [ \ (7.12)
: D/¢/2 2i /IR ,
x exp | | exp | EE A B | Wy () AP
AR/ AR/

Formalmente, la relacion (7.12) es idéntica a la relacion (7.3): términos de
fase cuadrética ante y dentro la integral; niicleo de Fourier. La transferencia
del espectro angular se expresa en una forma similar a la de la amplitud
del campo. Eso distingue el espectro angular esférico del espectro angular
plano. En consecuencia, los mismos métodos que sirven para expresar la
transferencia de la amplitud del campo se pueden aplicar para expresar la
transferencia del espectro angular esférico (en particular el método de la
transformacion de Fourier fraccionaria [4]).






8. Ondas policromaéaticas

8.1 Método de estudio general

En los capitulos anteriores no se tomaron en cuenta las variaciones temporales
de laluz. Se consideraban ondas monocrématicas cuya dependencia temporal
era de la forma exp 2invt y no se escribia.

El analisis de Fourier permite determinar el comportamiento de un sis-
tema lineal frente a ondas policromaticas, cuando se conoce su compor-
tamiento para cada frecuencia del espectro luminoso. La figura 8.1 presenta

\/\) \/\ * __ISistema lineal | = \/AV/\ ¢
a ] f
T.F. T.F.!
b e

T e B ETTTTITT R
YVYVVYVTT T T, [ VVUVETY

Figura 8.1. Gracias a la transformacién de Fourier, el efecto de un sistema li-
neal sobre una onda policroméatica se deduce del comportamiento del sistema para
ondas monocromaticas. (a) Onda policromatica incidente; (b) Espectro de la onda
incidente (T. F.: transformacion de Fourier); (¢) Una componente senoidal de la
onda incidente; (d) Respuesta del sistema lineal a la componente senoidal; (e) La
reconstruccion del espectro transmitido por el sistema lineal se hace componente
por componente; (f) Se obtiene la onda transmitida por el sistema por intermedio
de una transformacion de Fourier inversa (T.F.™").
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un esquema del proceso que se emplea para calcular la respuesta de un sis-
tema lineal a una onda policromatica.

Se formaliza el proceso anterior de la manera siguiente. Sea E(t) la re-
presentacion temporal de la sefial de entrada del sistema lineal (fig. 8.1-a) y
sea e(v) su representacion frecuencial (fig. 8.1-b), es decir

E(t) = e(v). (8.1)

La representacion frecuencial e(v) se llama también la componente espectral
de la senal.

Si la senal de entrada es armonica (monocromatica), el sistema lineal
puede atenuarla, o introducir un desfase, pero sin cambiar su frecuencia (fig.
8.1—c y 8.1-d). La relacién entre la componente espectral de la entrada y la
componente espectral s(v) de la senal de salida (fig. 8.1-¢) se escribe

s(v) = e(v)a(v)e ) (8.2)

donde a(v) representa la atenuacion a la frecuencia v y ¢(v) el desfase. La
funcion ¢ definida por g(v) = a(v)e ¥ es la funcion de transferencia del
sistema lineal.

La representacion temporal de la senal de salida, que corresponde a la
entrada FE de componente espectral e, se obtiene por intermedio de una
transformacion de Fourier inversa, en la forma (fig. 8.1-f)

S(t) = /Rs(u) Ay = /Re(u) a(v) e W) 2Tty (8.3)

8.2 Efecto temporal de la difracciéon

Se aplica el método de la secciéon anterior al estudio del efecto de la difraccion
sobre ondas policromaticas.

La difraccién como filtro lineal temporal. Sea un emisor A (radio de
curvatura R4) y un receptor B (radio Rp) a la distancia D (véase la fig. 6.4
p- 55). Se supone que el campo sobre A es policromético; su representacion
temporal en el punto r de A se escribe E4(r,t). La componente espectral
del campo es ea(r,v) y se tiene

Ex(r,t) = ea(r,v), (8.4)

donde la transformacién de Fourier es “temporal”.

La componente espectral e 4 (7, ) no es mas sino lo que se denotaba U 4 (7)
en los capitulos 5 y 6 y se llamaba la amplitud del campo. En realidad, la
funcién U4 representaba el campo de una onda monocromaética y por tanto
no era necesario escribir explicitamente la frecuencia cuyo valor era fijo. La
situaciéon es distinta para un campo policromético: la frecuencia se vuelve
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una variable, y por esta razén adaptamos las notaciones, cambiando Ua(r)
por es(r,v). Queda claro que las propiedades de la amplitud U, son las
mismas propiedades de la componente espectral e 4, de tal modo que se conoce
como se propaga la componente espectral de un campo policromético en las
situaciones estudiadas en los capitulos 5 y 6 donde el modelo se desarrolld
para la amplitud del campo. Luego se deduce como se propaga el campo en
su forma temporal si se aplica el método de la seccion 8.1.

La propagacion del campo de A a B se expresa por la relacion (6.5) que
se escribe!

ep(s,v) = /R2 hpa(s,r,v)ea(r,v)dr, (8.5)

donde la funcion hp4 es tal que?

v ir (|ls—r|]*> s r?
hpals,rv) = 5 exp | == | - B

2irvD
X exp |— . (8.6)
c
Sea Hp, la funcion tal que
Hpa(s,r,t) = hpa(s,r,v). (8.7)

Se aplica una transformacién de Fourier temporal inversa a los dos miembros
de la relacion (8.5) y se obtiene

Ep(s,t) :/due2im’t/ hpa(s,r,v)ea(r,v)dr
R R?
:/ dr/dt'EA(r,t')/hBA(s,r,u)e2i”"(t_t/)du
R? R R

:/ dr/HBA(s,r,t—t')EA(r,t’)dt', (8.8)
R>  JR

La relacion (8.8) se escribe también
Egp(s,t) = / [Hpa(s,r,t')« Ea(r,t')](t)dr, (8.9)
R2

donde el producto de convolucion es temporal. La relacion (8.9) muestra
que el efecto de la difraccién sobre las ondas policromaticas se traduce por
una convolucion: la difraccion es un filtro lineal temporal. Se explic6 en
el capitulo 5 que la difracciéon era un filtro lineal espacial. Finalmente la
difraccion es un filtro lineal espacio-temporal.

! Se utiliza la frecuencia v como parametro en lugar de la longitud de onda A. Se
supone que el medio de propagacion es el vacio, de tal modo que A\v = c.

2 En la relacion (8.6) se escribe el término de fase que se desprecié en la relacion
(6.3) de acuerdo con la nota de pie de pagina 2 p. 54.
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Ejemplo explicito. La expresion explicita® de Hg 4 se deduce de la relacién
(8.6) y es

1 1 o 2 2 2
Hpals, 1) = ——6 {t—E<D+HS rl s L )} , (8.10)

2meD 2D 2Rp 2R

donde ¢’ es la derivada de la distribucién de Dirac.
Si D(s,r) es la distancia del punto r de A al punto s de B, se muestra la
siguiente relacion, valida al segundo orden (aproximacion metaxial) [4],

ls—r® s i
D =D — 8.11
(s:m) =D+ 5+ 55 “am, (8.11)
y la relacion (8.10) se escribe
1 D(s,r)
H t)=—=§|t— ——=| . 12
pa(s,m1) 2meD [ c ] (8.12)
Finalmente, la forma explicita de la relacion (8.9) es?
1 OF 4 D(s,r)
E t) = t———=|d 8.13
5(s:1) 21cD Jp2 Ot ('r, c " (8.13)

La difraccion se traduce por un retraso y una derivacion temporal (aparte de
la integracion espacial sobre el emisor).

8.3 Red de difraccién. Anilisis espectral de la luz

Una red de difraccion es una estructura periddica que transmite o refleja la
luz. Se denota p el paso (o periodo fundamental) de la red (fig. 8.2).

La red —si es por reflexién— se describe por la funcion de reflexiéon r tal
que

Figura 8.2. Red de difraccién por refle-
z xion.

3 Para el resto de esta seccion se necesita conocer y saber manejar la derivada de
la distribuciéon de Dirac. Sin embargo, leer esta seccion no es indispensable para
seguir con las siguientes secciones.

4 Se denota OFE 4 /0t 1a derivada parcial de E 4 con respecto a la variable temporal.



8.3 Red de difraccion. Analisis espectral de la luz 81

)
0
Figura 8.3. Definicién del angulo de incidencia 6y y del
7 angulo de difraccion 6. (En la figura, 6o > 0y 0 <0.)
1 q=+00
r(z,y) = —mx LL,(z) = Z m ok §gp (), (8.14)
p
q=—00

donde m es el motivo de la red, es decir, su perfil definido sobre un periodo.

Se ilumina la red con una onda monocromatica cuya direcciéon de
propagacion hace un angulo 6y con la normal a la red (fig. 8.3) y cuya
amplitud se escribe

(8.15)

2i 0
Ui(xvy) = UO exp [m} )

A

donde Uy es una constante dimensional. La amplitud de la onda emergente
de la red es

Ue(x,y) = Upr(x,y) exp [Mxi/s\enﬁo] , (8.16)
cuyo espectro angular es
q=+o0
Ve, B) = % Z m (— sinfy + %) ] (04 +sinfy — %\) 5(B). (8.17)
g=—00

Luego, se nota que a = senf (fig. 8.3)° de tal modo que hay interferencias
constructivas en la direccion 6 tal que

A
sen + senfy = % ) (8.18)

donde ¢ es un namero entero (q € Z).

La relacion (8.18) se conoce como la formula de las redes (formula de
Bragg).

Para una incidencia dada (6y), a cada longitud de onda corresponden
direcciones de difraccion bien definidas. Cada direccion se caracteriza por un
angulo 6, igual al valor de 6 que satisface la relacion (8.18) por un valor de
q dado.

Si se ilumina la red con una onda policromatica, a cada valor de ¢ (un
ndamero entero) corresponde un conjunto de direcciones de difraccion, cada

® La relacion o = sen 6 no es mas que la relacion (5.12) adaptada a la situacion
siguiente: la normal a la red es la direccion z; se elige la direccion y de tal manera
que S =0.
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direccion estando asociada con una longitud de onda (se considera 6, como
una funciéon de ). Este conjunto se llama espectro de orden ¢. En este
sentido, la red de difraccién es un analizador espectral de la luz incidente.

La energia de la onda incidente se reparte sobre todos los espectros
difractados por la red. Es ventajoso obtener un solo orden de difraccion
que resulta méas luminoso, por ser unico. Para eso se adapta el perfil de la
red (red échelette).

La figura 8.4 muestra el esquema de un montaje que permite obtener el
espectro de una fuente luminosa (se considera un solo orden de difraccion).
Se puede remplazar la red de difraccién por un prisma (que funciéna por
transmision).

Espectro

Figura 8.4. Anailisis espectral de una fuente policromatica S por una red de
difraccion. El objetivo £ sirve de colimador y el objetivo L2 permite observar
el espectro a distancia finita.

8.4 Espectroscopia por transformaciéon de Fourier

Se presenta otro método de anélisis espectral de la luz emitida por una fuente.

Analisis del método. La figura 8.5 muestra el esquema de un interfers-
metro de Michelson: se compone de una fuente luminosa S, de una lamina
separadora colocada en O, de una lamina de compensacion en C' y de dos
espejos &1 y & en O1 y Os. El objetivo £ es colimador para la fuente S y
Lo focaliza la luz sobre el detector D. El espejo £ es moévil, se puede alejar
de O.

El montaje permite analizar el espectro de la fuente de luz S, de la manera
siguiente. Se recuerda que el interferémetro realiza la condiciéon de igualdad
de los caminos 6pticos cuando las distancias OFy y OF5 son iguales.

Hay interferencias entre la vibracién luminosa procedente de & y la
procedente de &. Se supone primero que S es una fuente monocrématica
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Figura 8.5. Interferometro de Michelson para la espectroscopia por transformacion
de Fourier.

de frecuencia v (longitud de onda A). Si A = OO0; — OOs, la diferencia de
recorrido entre las dos vibraciones que llegan sobre el detector es 2A y lleva
a una diferencia de fase

27 4rv A
= 9A = .1
SD A c Y (8 9)
donde ¢ es la velocidad de la luz. La iluminaciéon en D es una funciéon de A

y tiene la forma®

(8.20)

dv A

I(A) = Iy (1+cos i ) ,

¢

donde Ij es una constante, proporcional a la luminancia Ly de la fuente. Si
Iy = alg se tiene

ArvA
I(A) = aLo + aLg cos /22, (8.21)
C

Se desplaza el espejo &1, alejandolo de O, aumentandose la distancia OO; .
Si el movimiento es uniforme, A es una funcion lineal del tiempo y con un
origen del tiempo adecuadamente eligido se tiene A = Vt donde V es la
velocidad de translaciéon del espejo. Finalmente, la iluminacién detectada

por el detector D es una funcién del tiempo de la forma’
ArvVe
I(t,v) = aLy+ aLgcos i , (8.22)
&

6 No se toma en cuenta una diferencia de fase introducida por la reflexion sobre la
lamina separadora. Si la separadora es dieléctrica, esa diferencia de fase vale m,
de tal modo que el fenobmeno de interferencias obtenido a la diferencia de camino
optico nula es de “centro negro” (las vibraciones estan en contrafase).

7 Utilizamos la misma letra I para denominar la iluminaciéon, aunque cambiamos
de variable e introducimos explicitamente la frecuencia.
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y contiene una parte constante y una parte modulada en forma de una funcion
senoidal.
Para simplificar las notaciones en lugar de ¢ se toma a
2Vt

8.23
r=2=, (5.23)

como parametro, de tal manera que la iluminaciéon detectada se escribe®
I(r,v) = aLo + aLg cos 2mvT . (8.24)

La iluminacién I(7, v) representa la excitacion del detector cuya respuesta
es generalmente una corriente eléctrica. Se supone que esa corriente es
proporcional a la iluminacién detectada, de tal manera que se puede seguir
el analisis tomando la iluminacién como cantidad de estudio.

Se supone ahora que la fuente S es policromética de luminancia espectral®
L(v). La senal detectada por D se escribe

S(r) = / P Iy dv, (8.25)

1

donde [v1,15] es el soporte del espectro de la fuente S (o por lo menos la
parte a la cual el detector es sensible). Como el espectro es nulo por fuera de
este intervalo, se tiene

+oo +oo +oo
S(r) —/0 I(r,v)dv = a/o L(v)dv + a/o L(v)cos2mvrdr.  (8.26)

La senal contiene una parte constante, proporcional a la luminancia total de
la fuente. Para el andlisis espectral, la parte interesante es la parte modulada
que se escribe

—+oo
S (1) = a/ L(v)cos2nvrdv. (8.27)
0

Se trata de invertir la relacion (8.27) para obtener L(r) a partir de la
senal detectada por el detector.

Analisis espectral de una fuente luminosa. Se nota que la funcion Sy,
es una funcion real (es proporcional a una iluminacion, cantidad real) y par:
si a partir de la posicion de igualdad de los caminos épticos se acerca el espejo
&1 a la lamina separadora, se cambia A en —A sin que cambie la iluminacion
en el plano del detector.

8 Es la costumbre en espectroscopia utilizar el nimero de onda o = 1/ en lugar
de la frecuencia v como parametro. Sin embargo utilizaremos la frecuencia v, la
cual es proporcional a o.

9 La luminancia espectral de la fuente es su luminancia en el intervalo [v, v + dv].
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La transformada de Fourier de una funcién real y par es una funcion real
y par (véase la seccion 1.4). Se deduce que Sy, es una funcion real y par y
luego, por transformacién de Fourier inversa, se obtiene

~ . +OO ~
S (1) = / S (V) ™ dy = 2/ Sm (V) cos2mvTdy. (8.28)
R 0
De la comparacion de las relaciones (8.27) y (8.28) resulta
2 ~
L(v) = . Sm (V). (8.29)

La luminancia espectral de la fuente es proporcional a la transformada de
Fourier de la parte modulada de la senal detectada a la salida del interfero-
metro.

El proceso del analisis espectral de una fuente luminosa por transforma-
cion de Fourier es el siguiente:

1. Registro de la parte modulada s, de la senal dada por el detector,
correspondiente a un desplazamiento continuo del espejo £;. El espejo se
aleja de la lamina separadora;

2. Numerizacion de sp;

3. Hacer simétrica la senal anterior para obtener una senal par. Se define
Sm por

S (T) = sm(7), sit>0, (8.30)
Sm(T) = s$m(—7), siT<O0; (8.31)

4. Calculo de la transformada de Fourier de Syy; N
5. La luminancia espectral de la fuenta es la parte de la funcion S, que
tiene soporte positivo (v > 0).

Nota 8.4.1 La relacion (8.27) muestra que Sy, y §m son transformadas en
coseno la una de la otra (véase la nota 1.4.1 p. 11). Se puede decir que la
senal detectada segin el método de la espectroscopia por transformaciéon de
Fourier es (proporcional a) la transformada en coseno de la luminancia de la
fuente.

8.5 Espectros acanalados

Ejemplo del interferometro de Young. Se considera el interferémetro
de Young compuesto por dos agujeros distante ¢, o mas precisamente un
montaje de difracciéon de Fraunhofer por dos agujeros'® (fig. 8.6).

10 E] analisis de esta seccion se fundamenta sobre el siguiente articulo: C. Froelhy,
A. Lacourt, J.-Ch. Viénot, “Notions de réponse impulsionnelle et de fonction
de transfert temporelles des pupilles optiques, justifications expérimentales et
applications”, Nouvelle Revue d’Optique, 4 (1973) 183-196.



86 8. Ondas policromaticas

I3 T

Figura 8.6. Difracciéon por agujeros de
‘ Young. La fuente, colimada, no esta dibu-
P jada.

Se considera primero la fuente monocromatica (frecuencia v, longitud de
onda A). La iluminacion en el plano P (plano de Fourier) se escribe

I(z,y) = loi(z,y), (8.32)
donde I es una constante dimensional e

) 1 5 Tl
i(z,y) = Y2 %

(8.33)

Resulta mas conveniente utilizar la frecuencia v como parametro y hacerla
aparecer explicitamente en la expresion de la iluminacién; por lo tanto se
escribe

V2 o v

cos
c2D? cD '’

i(z,y,v) = (8.34)
si se supone que el medio de propagacion es el vacio (velocidad de la luz igual
ac).

Existen principalmente dos puntos de vista para interpretar i(z,y, v):

— se fija la frecuencia v (fuente monocromatica) y se considera i como una
funcion de (z,y), es decir, se estudia la reparticion de la potencia luminosa
en el plano P. Se estudia el aspecto espacial de la difraccion, tal como se
explico en el capitulo 6;

— se fija el punto de observacion en el plano P y se considera una fuente
policromatica. Se estudia el espectro difractado. Si Go(v) es el espectro
de la fuente luminosa, el espectro difractado en el punto (zg, yo) del plano
de Fourier es

G(v) = Go(v) (o, yo,V) - (8.35)

Segun el primer punto de vista, se estudia ¢ como funcién de z e y, para
una frecuencia dada vy, es decir, se estudia la funcion de (x,y) definida por

Vo2 cos? Tl
c2D? cD

i(x,y,10) = (8.36)
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i(x7y71/0)

Figura 8.7. Perfil de las franjas de Young obtenidas en luz monocromatica.

En el plano P se observan franjas de Young, cuyo perfil es una funcién
senoidal como lo muestra la figura 8.7. El paso (periodo) de las franjas
es

cD

P=g (8.37)

Segun el segundo punto de vista, se elige un punto (z¢,yo) del plano P
y se observa el espectro de la vibraciéon en ese punto, es decir, se considera ¢
como una funcién de la frecuencia, en la forma

V2 5 mlvxg

i(.fo,yo,l/) = WCOS D . (838)

El espectro de la vibracion en (zg,yo) es

5 Go(v) o2 Az .

G(v) = Go(v)i(x,yo,v) = v 22 cos D

(8.39)
La funcion i se denomina funcién espectral en el punto (zq, yo)-

La figura 8.8 muestra la gréfica de la funcion espectral en un punto (zo, yo)
alejado del eje optico (zg # 0). Si la fuente que ilumina los agujeros de

’L.(:L‘(), Yo, V)

I T
141 v2

Figura 8.8. Funcion espectral obtenida con un interferometro de Young. Es
también el espectro acanalado obtenido a partir de una fuente policromética, de
espectro uniforme en el dominio [v1, va].
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Young tiene un espectro uniforme en el dominio [v4, 1], la funcion espectral
representa también el espectro difractado en el punto (xg, yo)-

Las estrias (acanaladuras) del espectro (donde i(xo,yo,») = 0) se
ecuentran en las frecuencias v, tales que

2¢+1 cD
Vg = —
1 2 &UQ,

(8.40)

donde ¢ es un namero entero.

La figura 8.9 muestra un montaje de observaciéon de un espectro acanalado
obtenido con agujeros de Young. Se utiliza un elemento dispersivo (un prisma
como en la figura, o una red de difraccion) para analizar el espectro en el
punto Py = (zg, yo) del plano de Fourier.

Espectro
acanalado

Figura 8.9. Observacion de un espectro acanalado. La fuente (no representada)
se supone policroméatica. Se coloca en el plano de Fourier una pantalla opaca con
un agujero en el punto Py donde se estudia el espectro difractado.

Generalizacion. Se considera un fenémeno de difracién de Fraunhofer
(distancia D entre el emisor y su esfera de Fourier) por una abertura de
funcién de transmisiéon ¢. En luz monocromatica, la iluminacién de la figura
de difraccion en el plano de Fourier se escribe (es la relacion (6.8) p. 57)

donde

) 1 |~z y\|?

= (5 L) 2

iy) = 35pe ‘ AD’AD (8.42)

Se escribe explicitamente la frecuencia, y se obtiene, para el vacio,
R T AN
(2, y, 1) = t(—,—)‘ . 4
i) = 5p3 ‘ D’ ¢D (843)
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Para analizar el aspecto espacial de la difraccion se supone la fuente
monocromadtica, de frecuencia vy, y se estudia la funcién bidimensional de
rey

s [F (. e
c2D? c¢cD’ ¢D '

i(x,y,10) = (8.44)

El efecto de la difraccion sobre el espectro de la fuente, se estudia mediante
la funciéon monodimensional de v, dada para el punto (zg, o) del plano de
observacién por

o (2 )
c2D? c¢cD’ ¢D '

i(zo, Yo, V) = (8.45)
Si el espectro de la luz incidente es Go(v), el espectro difractado observado
en el punto (xg,yo) de la esfera de Fourier del emisor es

v2Go(v) ‘A(,’Eoy you>‘2-

o 1(opop (8.46)

G(x07y07y): CD, cD

El anélisis anterior muestra el doble aspecto de la difraccién:
— aspecto espacial, analizado para ondas monocromaéticas;
— aspecto espectral en luz policromética. Se relaciona este aspecto con la

frecuencia “temporal” v, y por tanto se trata del aspecto temporal de la
difraccion.

Para la observacion, se utiliza el montaje de la figura 8.9 donde se
remplaza los agujeros de Young por la abertura que se quiere estudiar.






9. Conclusion

La transformacion de Fourier, generalizacion de las series de Fourier a fun-
ciones no necesariamente periédicas, constituye la herramienta fundamental
del analisis armoénico. Su definicién y su empleo en célculos efectivos se rela-
cionan de manera muy estrecha con la nocién de producto de convolucion y
la nociéon de distribucion, las cuales se revelan indispensables en la descrip-
cion de los sistemas lineales tal como se encuentran en fisica o tratamiento
de senales.

El anélisis armoénico permite analizar la estructura de una imagen
(considerada como una funcion de dos variables espaciales) a través de la
nocién de frecuencia espacial, y lleva por ejemplo al filtrado de iméagenes,
como se estudio en el capitulo 4 anterior.

La optica ilustra una parte de la gran variedad de las aplicaciones del
andalisis de Fourier a la fisica. La idea fundamental se ubica en la asociacion
natural que existe entre frecuencias espaciales y ondas planas, de tal modo
que el andlisis armoénico del campo electromagnético sobre un plano o una
esfera—que forma una imagen en el sentido ya mencionado—se traduce ipso
facto en el analisis armoénico de una onda electromagnética, como se destacod
en el capitulo 5. Se pueden resumir las cosas diciendo que la difraccion—
propagacion de las ondas electromagnéticas opera una transformacion de
Fourier espacial (bidimensional) y por tanto realiza naturalmente un analisis
armoénico de la amplidud del campo generado por un emisor radiante. De
ahi resultan el anélisis de la formacion de una imagen por un objetivo o
la posibilidad de operaciones de filtrado analdgico de imagenes, de gran
importancia préactica para la concepcién de los instrumentos 6pticos o para
los métodos de observacion (como por ejemplo el contraste de fase)—véase
el capitulo 6.

Pero la luz es una vibracion espacio-temporal, y el anélisis mencionado
anteriormente, desarrollado en términos espaciales, se completa por un estu-
dio de las propiedades temporales (o espectrales) de las ondas policrométicas.
La difraccion tiene un efecto temporal como se mostré en el capitulo 8. Exis-
ten también dispositivos o métodos espectroscopicos que permiten analizar
el contenido frecuencial de una fuente luminosa; por tanto esos dispositivos
realizan un analisis armonico de la luz, esta vez en términos temporales, y su
importancia es inmensa a través de numerosas aplicaciones, como por ejem-
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plo en astronomia, puesto que la informacion que nos llega de las estrellas lo
hace principalmente a través de las ondas electromagnéticas producidas por
esas ultimas.

La 6ptica moderna ofrece una ilustracion concreta de las ideas de Fourier?,
como se traté de mostrar en este libro. Aplicaciones nuevas aparecen, tanto
como extensiones tedricas. Se puede mencionar por ejemplo la nocion de
transformacion de Fourier fraccionaria que ya se reveld efectiva tanto en
optica [4] como en tratamiento de sefiales®

Finalmente, al cumplir sus 200 anos, las ideas de Fourier confirman su
riqueza conceptual y universal.

! Se recuerda que Fourier invent6 su teoria para resolver la ecuacion del calor.

2 Veéase por ejemplo: R. Torres, P. Pellat-Finet, Y. Torres, “Sampling theorem
for fractional bandlimited signals: a self-contained proof. Application to digital
holography”, IEEE Signal Processing Letters, 13 (2006) 676-679.
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Transformadas de Fourier en una dimensiéon

Transformadas de Fourier

Las transformadas de Fourier siguientes corresponden a

-~ JrOO .
fw) = / e~ f(t) dt.

— 00

La funcion de Heaviside se denota por Y, y P.P. denota la integral en

valor (o parte) principal. El simbolo R significa parte real.

Funcion o distribucion

Transformada de Fourier

1

5(t)

3ty = 0(t — to)
exp|[2imvot]
&'(t)

—2int

89(t); jEN

(=2int)’; jeN

rectr, (t)

AL(t)

1 =
ZLe(t) = > 6(t—ne)

Y(t)

Lsw—pp L

2 2irt

Y (t) exp[—at] ; >0
exp[—alt]] ; >0
exp[—nt?]

exp[%tﬂ ; a>0
exp[%tQ] ; a<0

exp [—gtﬂ ca=pef R{a} >0

6(v)

1

exp[—2imtov]
(v — o) = 0y,
2imy

&'(v)

(2irv)7

5(]‘)(,/)

sin wLv

wLv
12 sinwLv\’
wLv

S 2w

1 1
=0 P.P.
2 )+ 2imy
Y(v)
L
o+ 2Ty
2a
a? + 4m2p?
exp[—mv?]
Va exp[%} exp|—iam?]

Vel exp [—%] exp|—iar?)

V/pe?? exp[—amv?]
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Transformadas de Fourier en dos dimensiones

Las transformadas de Fourier siguientes corresponden a

~

f(FFy) = / ATEEAVE) § (g y) dady,
R2

es decir, con notaciones vectoriales,

~

F(F) = / T f(r) dr.

El simbolo A representa el laplaciano. La funcion Jy es la funcion de
Bessel de primera especie y orden 0 y J; denota la funcion de Bessel de
primer especie y orden 1. La funcién circp vale 1 en el disco de diametro D

centrado en (0,0), y vale 0 por fuera de este disco.

Funcion o distribucion

Transformada de Fourier

1 O(F) = 8(Fu, F)
o(r —ro) =d(x — z0,y — Yo) exp[2imro-F)|
exp[—2imr-F) O0(F — Fy)
0
2i —(F
irx OF, (F)
0 .
%6(7') —2inF,
AS(r) — 42 F?
iren (2, 1) wD? Ji(xnDF)
circp(x,y > "2DF
1
r F
exp[—nr?) exp[—mF?]
'i exp [Erﬂ exp[—iam F?]
ia a
o(r —ro) 2mro Jo(2mroF)
exp[—ikr] —2im )
r 3 k>0 W,para2wF<k
Am ; para 2F > k

4m2F? — k2
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Comentarios

La teoria de las distribuciones y de la transformacién de Fourier estd expuesta en
forma rigurosa y accesible a fisicos en el libro de Schwartz [5] (el inventor de la
teoria).

La transformacion de Fourier ocupa una parte importante del libro de Papoulis
[3], un cléasico, donde la Optica se presenta en el lenguaje de la teoria de senales y
sistemas.

El libro de Hecht y Zajac [2] ilustra las series de Fourier de manera muy concre-
ta. Se encuentran en este libro ilustraciones particularmente didacticas de muchos
fen6menos opticos (en los cuales unos de difraccion).

Introduccion to Fourier Optics [1] es una referencia sobre el tema. Incluye
una introduccion a la distribucién de Dirac y a la teoria (escalar) de la difraccion.
Lecciones de 6ptica de Fourier [4] expone la teoria de la difracciéon metaxial e incluye
los desarrollos recientes de la 6ptica de Fourier fraccionaria.
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“Es el objetivo de este texto dar una introduccion a la transformacion de
Fourier, la convolucion y la distribucion de Dirac, en términos mas elementales
y concretos posibles como antesala al estudio de la dptica de Fourier. No

se busco el rigor matematico y muchos puntos de interés necesitaran
complementos importantes para justificarse. Se intento dar, en forma intuitiva
e ilustrativa, el conocimiento minimo que se necesita para sequir las ideas

basicas que funden la optica de Fourier.

A titulo de ilustracion del analisis armonico se dan unos elementos basicos

de la optica de Fourier. [...] Se incluyen también unos resultados recientes, con
el fin de mostrar a la optica de Fourier como un ramo de investigacion activo.”
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